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Resumen

En este articulo se estudian propiedades generales de los anillos totales de fracciones y los anillos de Hermite.
Por otra parte se encuentra una relacién entre estos anillos y las K —algebras finitas. Una K —algebra finita
es una dlgebra conmutativa con unidad de dimensién finita como espacio vectorial sobre un cuerpo K. Mds
exactamente, se prueba que las K —algebras finitas son anillos totales de fracciones y anillos de Hermite.
Ademads, se muestra que el producto directo de cuerpos es también ejemplo de anillo total de fracciones y anillo
de Hermite.
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Abstract

In this paper, we show general properties of total rings of fractions and of Hermite rings. We study the
relationships between those rings and the finite dimensional K —algebras. A finite dimensional /K —algebra is a
commutative algebra with unit such that this is finite dimensional as vector space over a field K. We proof that
the finite dimensional K —algebras are total rings of fractions and also Hermite rings. In addition, we show that
direct product of fields is another example of total ring of fractions and Hermite ring.
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1. Introduccion

La construccién de los anillos de fracciones es si-
milar a la de los ndmeros racionales a partir de los
nimeros enteros, desde el punto de vista del dlgebra
conmutativa esta construccion tiene mucha importan-
cia porque relaciona dos dreas de la matemadtica, el
algebra y la geometria.

En 1926, H. Grell, un alumno de E. Noether, de-
finié el anillo de fracciones de un dominio entero;
su extension a anillos noetherianos se dio en 1944
por Chevalley y en 1948, Uzkov la defini6 en el ca-
so general [4]. En adelante, se entiende por anillo
a un anillo conmutativo con unidad. Sean R un ani-
llo y S un subconjunto multiplicativo de R, es decir,
1 € Sysis,t € Sentonces st € S. Se define en
R x S larelacion de equivalencia (f, g) ~ (u,v) <
(fv — gu)s = 0 para algiin s € S. En el conjunto
cociente Rg := (R x S)/ ~, se denota a la clase
de equivalencia de (f,g) como L y se definen las

g
operaciones suma y producto asi:

U v+
fouw_ futgu
g v qu

fu_ fu

gv gv’

Estas operaciones estdn bien definidas y hacen de Rg
un anillo conmutativo con unidad, donde el cero es
g, para s € Sy la unidad es 3, para s € S. Mas
adn, se tiene un homomorfismo canoénico de anillos
¢ : R — Rg dado por ¢(f) := { que en general
no es inyectivo. El anillo Rg se llama anillo de frac-
ciones o localizacion de R por S. La construcciéon
anterior generaliza la construccién del cuerpo de los
ndmeros racionales Q a partir del dominio de los nu-
meros enteros Z, donde S = Z — {0}. En general, si
R es un dominio entero y S = R — {0}, entonces S
es un subconjunto multiplicativo y Rg := K (R) es el
cuerpo de fracciones de R. En este caso, el morfismo
canénico ¢ : R — K(R) es inyectivo [1} 3, (3, [14].
Si p es un ideal primo de R, entonces S = R — pes
un subconjunto multiplicativo y en este caso se usa la
notaciéon Rg = Ry,. Si Sy es el subconjunto de los no
divisores de cero de un anillo R, entonces Sj es un
subconjunto multiplicativo y el anillo S IR .= Rg,
es llamado anillo total de fracciones de R.

La relacién del anillo total de fracciones con otros
anillos es un tema de investigacién en dlgebra conmu-
tativa [2, [10]]. En este articulo se estudia la relacién
de los anillos totales de fracciones con los dominios
euclideos, los productos directos de cuerpos y las

K —algebras finitas. Se entiende por K —dalgebra finita
a una algebra conmutativa con unidad y de dimensién
finita como K —espacio vectorial. Adema4s, los ani-
llos de Hermite son de interés permanente entre los
investigadores para resolver la conjetura relacionada
con estos anillos [[12} 13,1516, [17]]. Aqui se muestra
que los anillos locales, las K —algebras finitas y el
producto directo de cuerpos son anillos de Hermite.
Nuestro interés por estos anillos se basa en un proble-
ma abierto en geometria proyectiva, el cual consiste en
caracterizar la recta proyectiva sobre anillos [6} 9} [11]].
Mi3s exactamente, queremos caracterizar las rectas
proyectivas sobre anillos totales de fracciones y sobre
anillos de Hermite. En direccion a este fin, se han estu-
diado las K —algebras finitas en [7] y [6] es un estudio
inicial de la recta proyectiva sobre anillos totales de
fracciones.

En la seccion siguiente se define el anillo total de
fracciones de forma un poco distinta a la enunciada
arriba, se muestra la relacion de estos anillos con
los dominios euclideos y se prueba que el producto
directo de anillos totales de fracciones es un anillo
total de fracciones. En la tercera seccidn se estudian
los anillos de Hermite y se muestra que los anillos
locales y el producto directo de anillos de Hermite
son anillos de Hermite. En consecuencia, se tiene
que el producto directo de cuerpos es ejemplo tanto
de anillo total de fracciones como anillo de Hermite.
Finalmente, en la cuarta seccién se muestra que las
K —algebras finitas son anillos totales de fracciones y
también anillos de Hermite.

2. Anillo total de fracciones

Definicion 2.1. Un anillo R es un anillo total de frac-
ciones si sus elementos son invertibles o divisores de
cero.

Ejemplo 2.2. Un cuerpo es un anillo total de fraccio-
nes y un dominio entero que no es un cuerpo no es
anillo total de fracciones. En particular, el anillo K[z]
de polinomios con coeficientes en un cuerpo K no es
un anillo total de fracciones, pues  no es ni invertible
ni divisor de cero en K [x].

Definicion 2.3. Se dice que un anillo R es un domi-
nio euclideo si R es un dominio entero y existe una
aplicacion 0 : R — {0} — N tal que

1. §(a) < &(ab) para todos a,b € R — {0}.
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2. Sia € R— {0}, paracadab € Rexistenc,r €
Rtalesque b =ac+r,0(r) < d(a) 6r =0.

Ejemplo 2.4. Los siguientes son ejemplos de anillos
ecuclideos:

1. El anillo de nimeros enteros Z con 6(n) = |n

>

2. El anillo K[x] de polinomios con coeficientes
en el cuerpo K con §(p(z)) = gr(p(zx)).

Como todo ideal de un anillo euclideo R es prin-
cipal, entonces fR + gR dR si f,g € Ry
d = mcd(f,g). Luego, se tiene la identidad de Bé-
zout.

Identidad de Bézout:

d=Af+ pg donde A\ u € R.

La Proposicién [2.5]relaciona el dominio euclideo
con el anillo total de fracciones y permite mostrar
otros ejemplos.

Proposicion 2.5. Si R es un dominio euclideo y
0 # f € R, entonces R/(f) es un anillo total de
fracciones.

Demostracion. Sea g + (f) € R/(f) y supongamos
que d = mcd(f, g). Por la identidad de Bézout, exis-
ten A\, 4 € R tales que Af + pug = d. Por tanto,

(g + )+ ()

gu+ (f)
g+ A+ (f) =d+ ().

Consideremos los dos casos siguientes:

1. Si d es invertible en R, entonces d + (f) es
invertible en R/(f) y por tanto g + (f) también
lo es.

Si d no es invertible, como d|f y d|g, existen
c1,c2 € Rtales que f = c¢1d, g = cad. Luego
c1 + (f) # 0 yaque f nodivide a ¢; pues d no
es invertible. Ahora, como (g+(f))(c1+(f)) =
gcr + (f) = cadey + (f) = 0+ (f), entonces
g+ (f) es divisor de cero.

O]

Por la Proposicién [2.5]se tienen los ejemplos:

1. Consideremos el anillo Z y 0 # n € Z. Enton-
ces el anillo Z/(n) es un anillo total de fraccio-
nes.
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2. Sea K|[x] el anillo de polinomios con coefi-
cientes en el cuerpo K. Entonces los anillos
K[x]/(f(z)), con f(x) # 0, son anillos totales
de fracciones, en particular, el cuerpo complejo

R[z]
(x2 +

1)

el anillo de los paracomplejos

C= = {a+bi:a,beR,iZ=—-1},

Rlz]
(22 —

1)

y el anillo de los nimeros duales

P= ={a+bj:a,beR, j>=1}

Rlz]

(@7

son anillos totales de fracciones.

={a+be:a,beR, 2 =0}

Proposicion 2.6. Si R es un anillo total de fracciones,
entonces

Rx]

T (@2

es anillo total de fracciones.

={a+by:a,beR,y*=0}

Demostracion. Sean a + by, c + dy € A. Por la fér-
mula del producto,

(a+ by)(c+ dy) = ac + (bc + ad)y.

Como R es anillo total de fracciones, tenemos dos
posibilidades:

1. a + by € A es invertible si y s6losia € R
es invertible. En efecto, si a € R es invertible
entonces existen ¢,d € R, (c,d) # (0,0) tales
que ac = 1y bc+ ad = 0, luego a es invertible
en R. Reciprocamente, si a es invertible en R,

(a+by)(a™t —ba"2v) = 1.

Luego a + by es invertible.

. a+by e Aesdivisordecerosiysdlosia € R
es divisor de cero. En efecto, sia + by € Aes
divisor de cero, existen ¢, d € R, (¢,d) # (0,0)
tales que ac = bc + ad = 0. Asi, si c es divisor
de cero, a es divisor de cerode R; ysic = 0
entonces ad = 0 luego a es divisor de cero.
Reciprocamente, si a es divisor de cero en R,
existe ¢ # O con ac = 0y bc 4+ ad = 0. En
consecuencia, a + by € A es divisor de cero.
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O

Proposicion 2.7. Sean R un anillo, S C R un subcon-
junto multiplicativoy S™'R={% :a € Ry b€ S}.
Consideremos el homomorfismo candnico

0: R — S7'R
a a -

=

Entonces

1. € S~!R es invertible si y sélo si existen b €
Ryue Sconabu € S.

2. 3 €S8 ~1 R es divisor de cero si y sélo si existe
b € Rtal que

(i) bv # O paratodo v € S,

(ii) existe u € S con abu = 0.

3. a € Ker(yp) siy sélosi existe s € S conas = 0.

Demostracién. 1. ¢ € S™'R es invertible si y
s6lo si existe % € S7I'R tal que %% =1
y esto equivale a que existe u € S tal que

(ab — st)u = 0 luego abu = stu € S. Recipro-
ghus —q,

camente, si v := abu € S entonces ¢~

2. 2 € S7IR es divisor de cero si y sélo si existe
% # 0 tal que %% = 0 y esto equivale a que
existe u € S tal que abu = 0y bv # 0 para
todov € S.

3. Inmediato.

O

Observacion 2.8. Si a es invertible en R, lo es en
SR porque aa=!(1) = 1 € S. Pero si a es divisor
de cero en R no necesariamente lo es en S™'R e
incluso puede ser invertible en este anillo. Por ejemplo,
en R =7/(6), 2 es divisor de cero en R pero si S =
{1,2,4} entonces S es un subconjunto multiplicativo
y 2 € S luego 2 es invertible en S™'R = {0, 1,2}.
Reciprocamente, a puede ser invertible en S~! R sin
serlo en Ry si a es divisor de cero en S~! R entonces
a es divisor de cero en R.

Proposicion 2.9. Sea S el subconjunto multiplicativo
de los no divisores de cero de un anillo R. Conside-
remos el anillo ¥ = ST'R={¢:a € R, b € S}
entonces

1. ¥ es un anillo total de fracciones.

2. Existe un homomorfismo

p: R —- X
a = 7

tal que para todo anillo total de fracciones A
y todo homomorfismo f : R — A existe un
tinico homomorfismo f : ¥ — A con el cual el
diagrama siguiente es conmutativo:

R L )

|

A

Demostracion. 1. Seaz = § € ¥.Sia € S enton-
ces a(1)(1) € S luego, por la Proposicién 2.7
z es invertible. Si a ¢ S entonces a es divisor
de cero, luego existe 0 # ¢ € R tal que ac = 0.
Asi, acl =0y cs # 0 para todo s € .S pues los
elementos de S no son divisores de cero luego,

por la Proposicién z es divisor de cero.

2. Es consecuencia de la propiedad universal de
los anillos de fracciones ya que todo homomor-
fismo unitario de anillos transforma elementos
invertibles en invertibles.

O

El homomorfismo ¢, de la Proposicion [2.9] es in-
yectivo. En efecto, si p(a) = § = 0, existe b € S
tal que ab = 0 pero como S estd formado por los

elementos no divisores de cero entonces a = 0.

Definicién 2.10. El anillo ¥ = S™'R = {§ : a €
R, b € S}, dado en la Proposicion[2.9] se llama anillo
total de fracciones de R.

Proposicion 2.11. Un anillo X es anillo total de frac-
ciones si y sélo si existe R, no necesariamente tnico,
tal que X es el anillo total de fracciones de R.

Demostracion. Si X es un anillo total de fracciones
entonces X es el anillo total de fracciones de . Reci-
procamente, si 2. es el anillo total de fracciones de un
anillo R, por la Proposicién[2.9] ¥ es un anillo total
de fracciones. El anillo R no es tinico pues si X es
el anillo total de fracciones de un anillo R # 3, se
tiene que X también es el anillo total de fracciones de
3. O
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El siguiente es otro ejemplo de anillo total de frac-
ciones.

Ejemplo 2.12. Sean K un cuerpo y

R = K[z, Yl / @y, y°).

1. K[x,9] (s, es un anillo local con ideal maximal
m = (x,y) donde identificamos § =z y ¥ =y.
Note que R es un anillo local con ideal maximal
m = (Z,7), donde T = x + (2y,4%) yy =
y+ (zy,y°).

R es un anillo total de fracciones ya que los
elementos que no estdn en el maximal m son
invertibles por ser R anillo local y los elementos
de m son divisores de cero pues existe 0 # y €
m tal que (aZ + By)y = 0 para todos «, 8 € R.

. Los elementos de R admiten una escritura tnica
como % cona,b,c,d € K,b+# 0y
A, B € K[z]. Ademds los elementos de R/(Y)
. . .. a+TA(T)
admiten una escritura tinica como 3 — 7 con
a,b € K,b # 0y A, B € K|[z]. Note que
R/(y) ~ K[7]) y como K[Z]z es un do-
minio entero, entonces el ideal () es primo y

(¥) cm.

Observacion 2.13. Si R es un anillo total de frac-
ciones y a es un ideal de R, entonces R/a no es en
general un anillo total de fracciones, por ejemplo, sea
R el anillo total de fracciones del Ejemplo Co-
mo () es un ideal primo no maximal de R entonces
R/(y) es un dominio entero y no es cuerpo. En con-
secuencia, R/(y) no es anillo total de fracciones.

2.1. Producto directo de anillos

Consideremos el producto directo de una familia
de anillos {R; };c;. Es decir, dada { R; };¢;, existe un
anillo R = [[,.; R; junto con los homomorfismos de
anillos ¢2; : R; — R, i € I, tal que para todo anillo S
y para todos los homomorfismos ¢; : R; — S, existe
un tnico homomorfismo ¢ : R — S con @; = ¢ o i;,
ver [ 1, 8]].

La suma directa de la familia anterior es el conjunto

o |

el
donde por “casi todos” queremos decir “todos, excep-
to un nimero finito”.

(fi) € HRi : casi todos los f; = 0
iel
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Observe que si el conjunto de indices I es finito,

entonces
PBr =]]r:

iel icl

La Proposicion [2.14] caracteriza los elementos in-
vertibles y los divisores de cero de un producto di-
recto de anillos, ver [7]. Sea m; : R — R; la pro-
yeccion i-ésima, es decir para f = (f(i))ier € R,

mi(f) = f(7).

Proposicion 2.14. Sean R = Hiel Ry f
(f(i))ier € R. Entonces

(1) f es invertible si y s6lo si, para todo ¢ € I,
mi(f) = f(i) es invertible.

(2) f esun divisor de cero siy sélo si existe ¢ € |
tal que ;(f) = f(7) es divisor de cero.
Demostracion. Se sigue de las definiciones. 0
El Corolario[2.15|muestra que el producto de anillos
totales de fracciones es anillo total de fracciones vy,

en particular, el producto directo de cuerpos es anillo
total de fracciones.

Corolario 2.15. Si para todo ¢ € I, R; es un anillo
total de fracciones, entonces R = [ [,.; R; es también
anillo total de fracciones.

el

Demostracion. Consecuencia de la Proposicion [2.14]
ya que R; es anillo total de fracciones para todo ¢ €
1. O

Corolario 2.16. Sean R = [[,.;Ri y f
(f(i))icr € R. Siparatodo i € I, R; es un cuer-
po, entonces

1. f es invertible si y s6lo si f(i) # O para todo
1€l

2. f esundivisor de cero siy sélo si existe ¢ € [
tal que f(i) = 0.

3. R esun anillo total de fracciones.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones se tie-
nen por la Proposicién y la tercera por el Corola-
rio O

Corolario 2.17. Si, paratodo? € I, R; esun anilloy
R = [],c; Ri es un anillo total de fracciones entonces
R; es un anillo total de fracciones, para todo i € I.
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Demostracion. Consecuencia de la Proposicion [2.14
ya que R es anillo total de fracciones. O

3. Anillo de Hermite

Si M es un R—mobdulo libre, toda base B =
{u;};cr de M induce un isomorfismo M ~ R que
asocia a cada @ € M sus coordenadas (a;);cr en la
base B.

Definicion 3.1. Sean M un R—médulo libre y B =
{u;}ics una base de M. Definimos I(a) como el
ideal de R generado por las “coordenadas” de a en
B. Es decir, si a = ), ;a;u;, entonces I(a) =

({aitier) R = ({ai}ier)-

Proposicion 3.2. I(a) es independiente de la base B
elegida.

Demostracion. Sea B’ = {v;};c; otra base de M.
Entonces v; = )| jer Cij; donde para todo i, #(j :
¢ij # 0) < oo. Luego

a = E biViZ E bi E Ciju]‘
il i€l jeI
= E ( E Cijbi> uy.
jeI \iel
Ademds, como a = Zje[ aju;, entonces a; =

>ierGijbi y ({aj}jer) € ({bi}ier). Por simetria en
la prueba tenemos que ({b;}ier) C ({a;}jer) y por
tanto ({a;}jer) = ({bi}ier)- -

Definicion 3.3. Sea M un R—mddulo libre de rango
finito.

1. Un elemento a € M se dice unimodular si
I(a) = R.

2. Unelemento a € M se llama complementable
si existe una base de M que contiene a a.

3. Un anillo R se llama anillo de Hermite si para
todo M, R—mddulo libre de rango finito, cada
elemento unimodular es complementable.

Observacion 3.4. Sea M = R".

1. Un vector fila (ay, ..., a,) € R" es unimodular
si y s6lo si existen Aj,..., A\, € R tales que
Aar + -+ Apapn = 1.

2. Unelemento (ay,...,a,) € R" es complemen-

table si y s6lo si existe una matriz A invertible de
tamafio n X n cuya primera filaes (a1, ..., a,).

3. Un anillo R es Hermite si y s6lo si, para todo n,
todo vector (ay,...,a,) € R™ unimodular es
complementable.

En 1.976 la conjetura de los anillos de Hermite se
enunciaba como (ver [13,[12,[17]): Si R es un anillo
de Hermite, entonces R[z] es también un anillo de
Hermite. Esta conjetura es equivalente a que si R es
un anillo conmutativoy v = (vg(x), ..., v, (x)) es una
fila unimodular sobre R[z] tal que v(0) = (1,0, ...,0)
entonces v puede ser complementada a una matriz en
GLy+1(R[x]). Mnif y Yengui en [15] presentan un al-
goritmo para complementar filas unimodulares sobre
anillos noetherianos pero finalmente Yengui en [[17]]
prueba la conjetura en el caso en que IR tiene dimen-
sién de Krull menor o igual a 1, y su demostracién
depende en gran medida de Roitman [16].

Ejemplo 3.5. Un cuerpo y el dominio Z son ejemplos
de anillos de Hermite. Ademds, el anillo de polino-
mios K|[z1, ..
llo de Hermite debido al Teorema de Quillen-Suslin.

., Ty, con K cuerpo, es ejemplo de ani-

Veamos un ejemplo de un anillo que no es Hermite
[L6].

Ejemplo 3.6 (Una fila unimodular que no es com-
plementable). Consideremos el anillo de polinomios
reales sobre la 2-esfera S2,

B Rz, vy, 2]
(@)

Entonces (7,%,%) € R? es una fila unimodular pues
TT+7Yyy+2zz—1=0.Ahora veamos que (7,7, 2)
no es complementable:

Supongamos que (7, 7, Z) es complementable es decir
que existe Q € GL3(R) tal que

T y z
Q= | aan ax
azr as2

a23
ass

Considere B = (Q')~! entonces BQ! = I3y

bir b2 b3 T a9 agi
bar bao  ba3 Y az az
b31 b3z bs3 Z a3 as3

Il
S O =
S = O
— o O
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Entonces, la aplicacién

o : S2 — R3
p = (bar(p),ba2(p), bas(p))

es un campo vectorial analitico sobre S? tal que nunca
se anulan las tres componentes al mismo tiempo, pues
es una fila de una matriz invertible y esto no es posible
por la topologia de S2.

En la Proposicion vemos otro ejemplo impor-
tante de anillo de Hermite.

Proposicion 3.7. Sea R un anillo local, es decir, R
tiene un unico ideal maximal. Entonces R es anillo de
Hermite.

Demostracion. Sea m el ideal maximal de R. Pa-
ra toda fila unimodular (aq,...,a,) € R" existen
.., Tn € Rtalesque a1z1+---+a,xr, = 1. En-
tonces el ideal generado por z1, ..., z, cumple que
(®1,...,2,) € m. Esto es, existe i tal que x; ¢ m.

Luego x; es invertible, es decir, existe x, e Rtal
1

xT1, -

que z;z; = = 1. Asi, existe una matriz con determi-
nante 1,

T1 T2 Ti—1 Tj Ti4l Tn

A0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

: : : : D .

0 0 1 0 0 0 i

0 O 0 0 1 0

0 O 0 0 0 1

Note que Az; = 1si A = (—1)"*z; ', En conse-
cuencia R es un anillo de Hermite. O

Observe que un anillo local es Hermite pero no es
necesariamente anillo total de fracciones. Por ejemplo,
Z/(6) es un anillo total de fracciones y no es anillo
local, de igual forma existen anillos locales que no
son anillos totales de fracciones.

Proposicion 3.8. Sea { R;};c; una familia de anillos
de Hermite, entonces R = [[..; R; es anillo de Her-
mite.

iel

Demostracion. Consideremos la  proyeccién

i1—ésima, m; : R — R;. Para toda fila unimodular
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(ai,...,a,) € R", existen by, ..., b, € R tales que
bia; + --- 4+ bya, = 1. Aplicando la proyeccion
1—ésima, m(bl)m(al) 4+ -+ m(bn)m(an) =1,
entonces (m;(a1),...,mi(ay)) es una fila uni-
modular para todo ¢ € I. Por otra parte, como
R; es un anillo de Hermite, existe una matriz

invertible M; = (al,)1<rs<n con primera fila
(mi(a@1),...,m(ay,)) para todo i@ € I, por tanto,
existe M = (as)i<rs<n invertible con primera
fila (aq,...,ay,). En efecto, definiendo a,.s como
mi(os) = aly paratodo i € Iy como 7; es un

homomorfismo de anillos entonces, para todo ¢ € I,

a (07%%
21 Qon
m; | det
Gnl Qnn
al Qnp
21 (8579
= detm
Qnl Qnn
TFi(al) m(an)
7 7
Qg1 Qop
= det . =1.
al al

nl nn

Luego la matriz M tiene determinante uno
ya que det(oyg)i<rs<n 1 si y sélo si
mi(det(as)1<rs<n) = 1 para todo ¢ € I. En con-
secuencia, R es anillo de Hermite. O

Corolario 3.9. Un producto directo de cuerpos es
anillo de Hermite.

Observacion 3.10. Un subanillo de un anillo de Her-
mite no es en general Hermite y un cociente de un
anillo de Hermite tampoco es Hermite. Por ejem-
plo, el anillo del Ejemplo [3.6] es un dominio ente-
ro por tanto su cuerpo de fracciones Fr(R) es ani-
llo de Hermite, R C Fr(R) y R no es Hermite.
Ademas R[z,y, z] es un anillo de Hermite y R =
Rlz,y, 2]/(x®> + y* + 22 — 1) no lo es.

4. Algebra finita sobre un cuerpo K

Considere A una K —délgebra finita, es decir, A es
una dlgebra conmutativa con unidad y de dimensién
finita como espacio vectorial sobre un cuerpo K, su
dimension se denota por dimg A. En [7] hemos estu-
diado con mas detalle las K —algebras finitas. Existen,



C. Granados Pinzén - W. Olaya Le6n

salvo isomorfismos, tres dlgebras de dimensién 2 so-
bre R:

Rlz] Rlz] Rlz]
C=-—5—7 P=-———— D=—.
(22 + 1)’ (22 = 1)’ (x?)
Esto es debido a que en una extensioén de grado 2 de
R,
Rlz]
A= ——""—
(2 4+ bz +¢)

se pueden dar tres casos segtin 2 + bx + ¢ tenga dos
raices imaginarias, dos raices reales distintas o una
raiz doble. Los conjuntos C, P, ID son, respectiva-
mente, los nimeros complejos, los ndmeros paracom-
plejos y los nimeros duales. Note que C es un cuerpo,
mientras que P y D no lo son pues P tiene divisores
de cero y D tiene ademads elementos nilpotentes.

Las rectas proyectivas sobre las R—&lgebras
C, P, D generan las tres geometrias cldsicas del plano,
Moebius, Laguerre y Minkowski, ver [9]. Un proble-
ma abierto en geometria proyectiva es caracterizar la
recta proyectiva sobre anillos. Existen trabajos recien-
tes sobre este tema pero en general es una teoria muy
incompleta. En [11] se presenta un trabajo sobre la
geometria correspondiente a la R—algebra tridimen-
sional ]f[x; y [6] es un estudio inicial de las rectas
proyectivas sobre anillos totales de fracciones.

Proposicion 4.1. ([[7], Proposicién 2.2). A es una
K —4dlgebra finita si y s6lo si A es una suma direc-
ta de K —algebras finitas locales.

Proposicion 4.2. Toda K —4dlgebra finita es un anillo

total de fracciones.

Demostracion. Sean A una K —algebra finita y
dimg A = n. Paratodo u € A, existe r < n tal que

1,u,...,u" son linealmente independientes y u"+!
depende linealmente de {1, u, ..., u"} luego existen
bo,bi,...,b. € K tales que u" ™t = bu” +-- -+ byl

y tenemos dos casos:

1. Siby = Oentonces 0 = v —bu” —--- —

biu = u(u”" — -+ —bou—b11), luego, u es divi-
sor de cero. Note que v — - -+ — bou — b11 #£ 0
yaque 1,u,...,u" sonlinealmente independien-
tes.

2. Sibg # 0 entonces 1 = by 'u(u" — - --
b11), por tanto, u es invertible.

En consecuencia, A es un anillo total de fracciones.
O

El ejemplo mds simple de las K —4lgebras finitas
es el de las K —dlgebras A = % caracterizadas

por la existenciade u € A tal que 1, u, ..., u L es
base de A como K —espacio vectorial. Obviamente no
toda K —algebra finita es de este tipo, por ejemplo, en

" Rlay]
A= yy?

no puede existir u € A tal que 1, u, u? sea base de A

todo elemento al cuadrado es cero, luego

como K —espacio vectorial. El siguiente es ejemplo
de anillo total de fracciones y anillo de Hermite que
no es R—algebra finita.

Ejemplo 4.3. (Un anillo total de fracciones con ma-
ximal no nilpotente)

Sea R[[x, y]] el anillo de series de potencias con
coeficientes en R. Consideremos el anillo

Rz, y]]
(z(z +y),y(x +y))
= {a+by+7s(x):a,beRys(T) e R[]}

Note que los elementos de R satisfacen que 7> =

72> = —xy y en general para cada r > 2, 77 =
(—1)°y®*z" % paratodo s = 1,...,r. El producto de

dos elementos en R es

R

(a+ by +7s(T))(c + dy + Tt(T))
= ac+ (ad+be)y +Th(T),

donde h(T) €
de fracciones.

R[[z]]. Veamos que R es un anillo total

1. Sia # 0 entonces a + by + Ts(T) es invertible.
En efecto, por la férmula del producto,

(a4 by +7s(T))(a — by + Ts(T))
= (a+75(7)) - b*7°

(a+xs( ))? — b2z
= a? 4+ Th(T)

donde h(T) = 2as(T) +
te que a? + Th(Z) € R][[7]] es invertible ya
que a # 0 luego existe 7(ZT) € R[[Z]] tal que
(a+by+7s(Z))(a—by+7s(T))r(T) =1.En
consecuencia, a + by + Ts(T) es invertible.

7(s(7))? — b*7. No-

2. Sia = 0 entonces a + by + Ts(T) es un divisor
de cero. En efecto, si a = 0 entonces existe
T+7y € Rtalque (by +7s(Z))(T +7y) = 0.

Note que R es anillo local con ideal maximal (z,7)
pues estd formado por las no unidades de R. Ademads,

R no es nilpotente pues si lo fuera existirian € N
138
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tal que (7,7)" y en particular existiria n € N tal
que " = 0. Como T = z + (z(z + y),y(z + y))
entonces " = 2" + (z(z + y),y(x + y)) = 0 esto
esz" € (x(r +y),y(x +v)). Luego x + y divide a
x™ y esto es absurdo. En consecuencia, R es un anillo
total de fracciones y anillo local pero no es R—algebra
finita. Ademds, por la Proposicién[3.7, R es anillo de
Hermite.

Proposicion 4.4. Toda K —algebra finita es un anillo
de Hermite.

Demostracion. Sea A una K —algebra finita. Por la
Proposicién@.1] existen Ay, ..., A, K—algebras lo-
cales finitas tales que A = A; x --- x A,. Puesto
que Ai,..., A, son anillos locales, por la Proposi-
cién Aj, ..., A, son anillos de Hermite y por la
Proposicion [3.8] el producto de anillos de Hermite es
un anillo de Hermite. En consecuencia, A es un anillo

de Hermite. OJ

5. Conclusiones

En este articulo se han estudiado propiedades ge-
nerales de anillos totales de fracciones y anillos de
Hermite. Se consideran las K —élgebras finitas para
probar que estas son anillos totales de fracciones y
anillos de Hermite. Ademads, se mostr6 que el produc-
to directo de cuerpos es también un anillo total de
fracciones y anillo de Hermite.

La relacién del anillo total de fracciones con otros
anillos es un tema de investigacién en la actualidad
en dlgebra conmutativa [2, [10]. Ademas, resolver la
conjetura de los anillos de Hermite es de interés per-
manente entre los investigadores [12} (13} 15} 16, [17].
Nuestro interés en estos dos anillos se basa en un
problema abierto en geometria proyectiva, el cual con-
siste en caracterizar la recta proyectiva sobre anillos
[6, 19, [11]. Existen trabajos recientes sobre este tema
pero en general es una teoria muy incompleta. [11]]
es un trabajo sobre la geometria correspondiente a
la R—algebra tridimensional %
queremos caracterizar las rectas proyectivas sobre ani-
llos totales de fracciones y anillos de Hermite. Para
alcanzar este fin, se han estudiado las K —algebras
finitas en [[7] y [6]] es un estudio prelimimar de la recta
proyectiva sobre anillos totales de fracciones.

. Mas exactamente,
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