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Resumen

La malaria es una enfermedad potencialmente mortal causada por pardsitos transmitidos a los humanos por
la picadura de mosquitos hembra infectados del género anopheles. Analizar el efecto de la movilidad y el
hecho de que existen individuos que responden de manera diferente a la enfermedad puede aportar en la
planeacién de estrategias para evitar la propagacion. Teniendo en cuenta lo anterior se propone estudiar la
dindmica de la malaria considerando que los individuos pertenecen a un grupo determinado y se distribuyen
en parcelas disyuntas que estdn conectadas de algiin modo. Para esto, se plantea un modelo multiparche
y multigrupo utilizando como base el modelo de Ross-Macdonald, en el cual se incorpora la movilidad
desde el enfoque lagrangiano donde todos los individuos pertenecen a un grupo especifico pero pasan parte
de su tiempo en un nimero arbitrario de parches. El andlisis cualitativo se realiza con base en el nimero
reproductivo basico dando como resultado que la movilidad de las poblaciones de humanos y mosquitos
divididas en grupos cambia la dindmica de la enfermedad.
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Abstract

Malaria is a potentially fatal disease which is caused for parasites transmitted to humans by the bite of
female infected mosquitoes of the anopheles gender. Analyzing the effect of mobility and the fact that there
are individuals who respond differently to the disease can contribute to the planning of strategies to prevent
the spread. In view of the above, it is proposed to study the dynamics of malaria considering that individuals
belong to a specific group and are distributed in disjoint plots that are connected in some way. For this, a
multipatch and multigroup model is proposed using the Ross-Macdonald model as a basis, in which mobility
is incorporated from the Lagrangian approach where all individuals belong to a specific group but spend
part of their time in an arbitrary number of patches. The qualitative analysis is performed based on the basic
reproductive number and the results showe that the mobility and dividing the population of humans and
mosquitoes into groups changing the dynamics of the disease.
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1. Introduccion

La malaria es considerada una de las enfermeda-
des més antiguas de la humanidad y en la actualidad
la mitad de la poblacién mundial estd en riesgo, lo
que la convierte en un problema de salud publica.
En 2016 hubo 216 millones de casos distribuidos
en 91 paises, un aumento de aproximadamente
5 millones con respecto a 2015, que seglin las
estimaciones costaron la vida de 445 mil personas.
Entre los afios 2015 y 2016 las tasas de mortalidad
se mantuvieron constantes en el Sudeste Asiatico,
el Pacifico Occidental y Africa; sin embargo,
aumentaron en las regiones del Mediterraneo
Oriental y en América; en esta dltima, los paises
més afectados son Colombia y Brasil que reportan
36 y 37 casos de muertes, respectivamente. En este
sentido la Organizacién Mundial de la Salud (OMS)
constantemente elabora estrategias para combatirla
y eliminarla, actualmente estd vigente la Estrategia
Técnica Mundial Contra la Malaria 2016-2030 [1, 2].

En Colombia, los departamentos mas afectados
por la malaria son: Chocd, Cauca, Narifio y Valle
del Cauca, que registran mas de diez casos por mil
habitantes y agrupan el 82 % de todos los notificados
[3]; particularmente, Narifio aporta el 10% de los
casos totales en el pafs y concretamente en el 2014
el departamento report6 5175 casos de morbilidad,
de los cuales el 99% corresponden a la zona del
Pacifico Narifiense [4, 5].

En cuanto a la etiologia de la malaria es una
enfermedad causada por el pardsito protozoario
del género plasmodium, que se transmite al ser
humano por la picadura de mosquitos hembra
infectados del género anopheles [2]. Se conocen
mads de 175 especies de las cuales cuatro afectan al
hombre: plasmodium falciparum, plasmodium vivax,
plasmodium malariae y plasmodium ovale [6]. El
plasmodium vivax es la causa mas frecuente de la
enfermedad que rara vez es mortal y el plasmodium
falciparum no es comuin pero produce la mayoria
de las muertes [7]. En Colombia, el 72% de los
casos son por plasmodium vivax, el 27.1% por
plasmodium falciparum y el 0.8% por malaria
mixta; esta relacion se invierte en los departamentos
de la Costa Pacifica Colombiana, en la cual por lo
menos el 80% de los casos son por plasmodium
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falciparum [8, 9].

El anopheles es un género de mosquito de la
familia culicidae que habita en practicamente todo
el mundo, con especial intensidad en las zonas
templadas, tropicales y subtropicales. El macho se
alimenta de néctar y jugos de frutas, mientras que la
hembra se alimenta principalmente de sangre. La
taxonomia depende en gran medida de los origenes
geogréficos, es por eso que en cada regién los
mosquitos tienen diferentes hdbitos de alimentacion,
afectando de manera distinta a las personas [10].

Determinar la especie de anopheles presente en
un lugar especifico es esencial para estudiar las
estrategias que permitan el control de la malaria,
pues existen cerca de 422 especies de mosquitos,
incluyendo las 70 transmisoras del agente causal
de la malaria [10]. En Colombia se han encontrado
alrededor de 43, de las cuales 7 son causantes de la
enfermedad; los vectores primarios son: anopheles
albimanus wiedemann, anopheles darlingi root
y anopheles nuneztovari gabaldon; los vectores
secundarios son: anopheles puntimacula dyar,
anopheles pseudopunctipennis theobald, anopheles
lepidotus zavortink y anopheles neivai [11].

Algunos estudios han determinado que ademas de
los vectores primarios y secundarios reportados en
[11], hay otras especies dominantes de importancia
local en algunas areas, es el caso del departamento
de Narifio en el cual se distingue como vector
primario al anopheles calderoni; en esta regién
se seleccionaron 22 localidades especificas segtn
la incidencia histérica de la malaria, encontrando
que el mosquito anopheles calderoni esta en 14
localidades y se presenta en mayor abundancia en
tres municipios, Boca de Prieta, Roberto Payédn y
Olaya Herrera. En Boca de Prieta, ejemplares fueron
sometidos a ensayo inmunoenzimdtico (ELISA) y
resultaron positivos para plasmodium falciparum y
plasmodium vivax [12, 13].

La importancia de determinar que el anopheles
calderoni estd presente en Narifo, radica en que
tiene un comportamiento diferente en relacién con
las otras especies encontradas en Colombia; lo mds
preocuparte es que la hembra se alimenta a cualquier
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hora del dia, de manera que se hace evidente la
necesidad de introducir herramientas adicionales
dirigidas a la transmision al aire libre para disminuir
el contacto humano-vector en la Costa Pacifica
Narifense [13].

Por otra parte, la distribucion espacial del
mosquito anopheles en el departamento de Narifio
como se muestra en la figura 1, motiva a estudiar la
malaria con subpoblaciones disyuntas de vectores
y de humanos, dado que los puntos en el mapa son
precisamente las regiones donde hay municipios o
corregimientos como se corrobora en la figura 2, en
la que ademds se muestra el nimero de casos en
algunas poblaciones [12, 13].

Los puntos en los mapas de las figuras 1y 2 estdn
“conectados” dado que las personas que habitan las
diferentes zonas viajan de un lugar a otro, causando
que los individuos se infecten de malaria en alguno
de estos sitios; también, los mosquitos pueden
desplazarse de una zona a otra utilizando medios
de transporte humano, lo cual podria cambiar la
dinamica de la enfermedad [14].
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Figura 1. Distribucién espacial de anopheles en el de-
partamento de Narifio [13].

Por lo expuesto anteriormente en este articulo se
propone estudiar la malaria con un modelo en par-
ches dada la distribucién mostrada en las figuras 1y
2. Ademas, se consideran diferentes grupos con la
intencion de dividir las poblaciones dependiendo del
impacto de la enfermedad, por ejemplo, diferenciar
los humanos segtin la edad o por estratos socioeco-
némicos y los vectores entre mosquitos resistentes o
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no resistentes a los insecticidas. Asi, en este articulo,
se estudia la dindmica de la malaria considerando
que los individuos pertenecen a un grupo determina-
do y se distribuyen en parcelas disyuntas que estan
conectadas de algiin modo, para lo cual se plantea
un modelo multiparche y multigrupo utilizando el
modelo de Ross-Macdonald para la transmisién de
la malaria, en el cual se incorpora la movilidad desde
un enfoque lagrangiano, donde todos los individuos
pertenecen a un grupo especifico, pero pasan parte
de su tiempo en un nimero arbitrario de parches.

2. Metodologia

Para el desarrollo del presente escrito se tiene en
cuenta que hay una regién en Colombia, la Costa
Pacifica Narifiense que aporta cifras significativas
de la enfermedad en el pais; es una zona donde no
sélo el vector primario tiene un comportamiento
diferente que afecta las medidas que sugieren las
entidades de salud para disminuir el contacto con el
mosquito, sino también, la mayoria de los casos de
malaria son por plasmodium falciparum, patdgeno
que causa mas muertes.

Ademads, la distribucién espacial que tiene la
poblacién y el hecho de que en la literatura se puede
encontrar diversos modelos en ecuaciones diferen-
ciales ordinarias para la dindmica de la malaria,
donde se considera que la poblacion esta distribuida
homogéneamente sin considerar la movilidad ni
los grupos [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21], propicia
la idea de estudiar el efecto de estos aspectos en
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un modelo cldsico como el de Ross-Macdonald.
Una base fundamental para formular el modelo se
encuentra desarrollada en el articulo [22], en el cual
proponen un modelo multiparche y multigrupo para
la dindmica SEIRS.

El andlisis del modelo se desarrolla de acuerdo a
la teoria de los sistemas dindmicos desarrollada en
[23], en la cual se establece la condicion para que
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
genere un flujo fuertemente monétono, princi-
palmente consiste en que la matriz jacobiana del
campo vectorial debe ser irreducible en cada punto,
resultado que se puede aplicar para mostrar que la
orbita genérica de un sistema irreducible converge al
equilibrio. La hipétesis de la irreducibilidad también
permite establecer que la estabilidad de un equilibrio
estd determinada por el valor propio dominante de
la matriz jacobiana, cuando ésta es cuasi-positiva.

3. Resultados y discusion

3.1. Modelo de Ross-Macdonald

Entre los modelos matemaéticos existentes para
la malaria, el modelo de Ross y Macdonald ha
sentado las bases de la mayoria de los modelos
epidemiolégicos actuales, dado que estudia la
dindmica de manera “sencilla” y se ajusta al
fenémeno biolégico [24]. El modelo describe los
cambios en los humanos infectados y los mosquitos
portadores, la poblacién susceptible se modela
implicitamente ya que el tamafio de las poblaciones
se mantiene constante.

Los supuestos para el modelo son: N el tamafio
de la poblacién de humanos, X la proporcion de hu-
manos infectados, M el tamafio de la poblacién de
mosquitos, y la proporcién de mosquitos infectados,
¢ = M/N el nimero de mosquitos por persona, a
el ndmero de picaduras de mosquitos por humano
por unidad de tiempo, b la proporcién de picaduras
necesarias para que un mosquito transmita la infec-
cién, ¢ la probabilidad de infeccion de mosquitos, ¥y
la tasa de recuperacién por persona infecciosa 'y u
la tasa de mortalidad de los mosquitos. Con lo an-
terior se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
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diferenciales
di
d—x =ably(l —x)—yx
! (1
4 =acx(1—7)—uy
i y)— Uy

En este modelo se supone que la tasa de mortali-
dad de los seres humanos es insignificante cuando se
compara con su tasa de recuperacion, y la tasa de re-
cuperacion de los mosquitos es despreciable cuando
se compara con su tasa de mortalidad. El equilibrio
libre de la enfermedad Ey = (0,0) es estable o ines-
table dependiendo del nimero reproductivo bésico
o, el cual se calcula con el operador de la siguiente
generacion y estd dado por

a’bct
wy

Ro 2

Luego si Zy < 1, la enfermedad desaparece y E
es asintéticamente estable. Si % > 1, el equilibrio
Ey es inestable y hay un punto de equilibrio endémi-
co con coordenadas

a’chl —yu
abm(ac+ )

a*chl —yu

ac(r+abl)’ )

= y=

que es asintéticamente estable [24].

3.2. Modelo de Ross-Macdonald en grupos y en
parches

Para formular el modelo en parches y en grupos,
es necesario precisar que el nimero de individuos
no necesariamente es el mismo en cada grupo, por
lo que se define el modelo de Ross-Macdonald con
nimeros absolutos de humanos y mosquitos, para lo
cual se hace el cambio de variable x = Nx e y = My,
obteniéndose

(o
O ()t

Los mosquitos incrementan el nimero de picadu-
ras por humano por unidad de tiempo en forma lineal
cuando la poblacién de humanos es pequefia; sin em-
bargo, a medida que crece la poblacién de personas
la tasa de picaduras decrece, por lo tanto se puede
relacionar el nimero de picaduras de mosquitos a
con el tamafio de la poblacién de humanos N. En el
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Figura 3. Forma hipotética del nimero de picaduras en
funcioén del ndmero de humanos [25].

articulo [25] proponen una funcién a = g(N), donde
g(N) puede ajustarse a la curva de la figura 3.

Por el comportamiento de g(N), en el articulo [25]
proponen que el ndmero de picaduras por humano
por unidad de tiempo a es proporcional al tamafio de
la poblacién N para bajas densidades de personas, es
decir a = kN donde k es la constante de proporciona-
lidad; si se supone ademds que la probabilidad b de
que un humano se infecte es igual a la probabilidad
¢ de que un mosquito pase a ser portador, como lo
sugieren en el articulo [26], se obtiene kb = K¢ = «,
por lo tanto el modelo (4) puede reescribirse como

dx

5 =W —x) -

dy (5)
EIO‘X(M*Y)*LW

Ahora, se considera que la poblacién est estructu-
rada de forma arbitraria en u grupos que interactian
en v parches, cada grupo tiene la dindmica del mode-
lo (5), x; e y; representan la poblacién de humanos y
mosquitos infectados del grupoiconi=1,...,
humanos susceptibles e infectados del grupo i perma-
necen una proporcion de tiempo p;; y s;;, respectiva-
mente en el parche jcon j=1,...,v; los mosquitos
no portadores y portadores del grupo i permanecen
una proporcion de tiempo 7;; y g;;, respectivamente
en el parche j. La poblacién de humanos en el parche
Jj en un tiempo ¢ estd dada por

u; los

u

Z (Pij (N — X)) + Sk jxic)

Nj= 6)

~
—_

y la poblacién de mosquitos en el parche j en un
tiempo ¢ estd dada por

u
M; =Y (r; (M —yi) + i)
k=1

(N
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Las poblaciones descritas en (6) y (7) describen
la dindmica temporal de cada una de las poblaciones
en el parche j, ponderada por los patrones de movili-
dad de cada grupo y cada estado epidemioldgico. La
poblacién de humanos infectados y de mosquitos por-
tadores es Y.y, SkjXx Y Ly k;jVk- T€spectivamente;
por lo tanto la proporcién de infectados en el parche
Jj estd dada por

NE— Y1 SkjXk
D Y (P (N — xi) =+ sexe)
u .
Mj _ Zk:1 qkjYk

Yo (rej (M — yi) + qrjye)

Los individuos susceptibles del grupo i pueden
infectarse en cualquier parche j, durante la perma-
nencia en ese lugar, por lo tanto la dindmica en u
grupos y v parches es

dx; Y
dl‘l Z jpl] xl j ’}/ixi
. ®)
d v
d);l Z rlj M yl N — Wyi

En el modelo (8) se estructura las poblaciones en
un nimero arbitrario de grupos; estas poblaciones,
con diferentes estados epidemioldgicos, pasan cierto
tiempo en algin parche, donde pueden infectarse o
infectar a otros. En cada ubicacién se tiene un riesgo
particular de infeccién vinculado a sus condiciones
ambientales.

En particular los humanos susceptibles del grupo
i, N; — x; se infectan cuando estdn en contacto con la
proporcién de mosquitos portadores del parche j, a
una tasa o; asociada al riesgo de contraer la enfer-
medad en ese parche; la tasa de recuperacion de los
humanos infectados en el grupo i es ¥;, independien-
temente del lugar. Una explicacién similar se puede
dar para la infeccién de mosquitos susceptibles del
grupo i. El esquema de la dindmica se muestra en la
figura 4.

Con el prop6sito de analizar la dindmica del mo-
delo multiparche y multigrupo, se reescribe (8) de la
forma

& = diag (N — x)Pdiag(e)diag(vy) ' QTy
— diag(y)x

y = diag(M — y)Rdiag(a)diag(vs) 'S x
—diag(p)y

©)
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Figura 4. Esquema de la dindmica del modelo (8).
donde, x = [x1,...,x,)7, ¥y = [y1,.--,y)7,  describe en [24], es decir
— T _ T —
N = [N],...,NM] , M = [M],...,Mu] , ¥ =

T A T IO IO T L A [ T o
. P =(pij), Q= (gij), R=(rij) y S= (si), con
1<i<uyl<j<v,w=R'(M-y)+Qly,
vy =PT(N—x)+S'x.

Para el anélisis del modelo (9) es necesario que la
matriz PQTRS? sea irreducible, esto significa que
con una condicion inicial de un mosquito portador o
de un humano infectado en cualquier sitio, la enfer-
medad es capaz de extenderse por todos los grupos y
los parches, dado que el grafo asociado a la matriz es
fuertemente conectado y ningtin lugar queda excepto
del contacto humano-vector.

3.3. Numero reproductivo basico

Para calcular el nimero de reproductivo basico
Ho, es necesario descomponer los compartimentos
infectados de (9) como una suma de los términos de
infeccion .7 y los términos de transiciéon ¥ como se
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X
MEECRTS

B [diag N—x)IP’diag(a)diag(Vl)_]QTy]
 |diag(M —y)Rdiag(et)diag(v2)~'STx

- [qstr]

La matriz jacobiana de .7 (x,y) es

apr a2
an

F—DF(xy) - [ (10)

asy
donde,

ay = —diag(1)Pdiag(et) (diag (v;)) ' Q7y
ay = —diag(1)Rdiag() (diag (v2)) "' S"x
a1, = diag(N —x)Pdiag(et) (diag (v1)) ' Q"
_ (diag(N—x)IP’diag(a) ((diag (vl))2>l>
(diag (—R7(1) +Q7 (1)) Q"y)
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ay = diag(M — y)Rdiag(ex) (diag (v2)) ' S”
- (ding(ar —y Raing(a) ((gag w)?) )
(diag (=P"(1) +8"(1)) STy)

Evaluando la matriz (10) en el punto de equilibrio
Ep = (0,0) se tiene

F(0,0) = [O“X”

apn }
as 0u><u

a, = diag(N)Pdiag(et)diag(R"M) ' Q"
diag(M)Rdiag(et)diag (P"N) ' S7

La matriz jacobiana de ¥ esta dada por

0u><u

v=orn= "7 i

o) ] = D7(0,0)

Ahora, como V es invertible se puede calcular FV !

dlzdiag(l/#)]
OHXM

OMXM

Fv—'= .
L‘mdlag(l/ Y)

El polinomio caracteristico de FV ! estd dado por
det(A2I — ajodiag(1/p)ay diag(1/y)) =0

Por lo tanto, el nimero reproductivo basico % es
1
To(u,v) = [p(arndiag(1/p)axdiag(1/y))]> (11)

La ecuacion (11) representa el nimero de infec-
ciones secundarias ocasionadas por la llegada de una
persona infectada a una poblacién de susceptibles.

3.4. Efectos de la heterogeneidad en el nimero
reproductivo basico

En este apartado se estudia los efectos que tiene
la proporcién de tiempo que pasan los individuos de
un grupo i en algiin parche j, ademaés la influencia
del ndmero de grupos y de parches en el ndmero
reproductivo basico (11).

Particularmente, el tiempo de permanencia de los
individuos en algin parche influye en el brote epi-
démico o en la extincién de la enfermedad, para
mostrar que esto puede suceder se supone el modelo
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(8) en un grupo y dos parches, con su respectivo ni-
mero reproductivo bésico %y (1,2) expresado como
sigue

o il 23
w5 |G

Ademds, si se supone que el nimero reproductivo
bésico en un parche y un grupo es menor que uno,
se puede observar el efecto de las matrices P, Q, R
y S con el siguiente ejemplo.

Sea Zy(1,1) = 0,55, entonces Z‘—; =03y
reemplazando este valor en el ndmero repro-
ductivo bdsico del modelo (8) en un grupo y
dos parches con la siguiente opcidén para las
matrices de tiempo de residencia P; = (1/3 2/3),
Qi =(1/43/4),R; =(1/21/2)yS; =(1/54/5)
se tiene %p(1,2) = 0,59. Sin embargo, es-
cogiendo P, = (3/4 1/4), Q, = (7/8 1/8),
Ry =(4/16 12/16) y S, = (3/7 4/7), se obtiene
Ho(1,2) =1,35.

Lo anterior muestra que si la dindmica tiene
varios parches, el tiempo de permanencia de los
individuos puede repercutir en un brote epidémico
en el modelo (8), es decir %y(1,2) > 1; aunque el
nimero reproductivo bésico % (1, 1) sea menor que
uno.

A continuacién se presenta un resultado formal de
como %o (u,v) cambia dependiendo del nimero de
parches y de grupos, para lo cual se define el nimero
reproductivo basico de un grupo especifico i como

Yildi k=1

1/2
. 1 2
o= ( Y oc,?q,-ksik> (12)
Teorema 3.1. Se tienen las siguientes desigualdades

1. 1ml’n R < Bo(u,v) < llnéx%é.
%O(Mvv) > %O(I’V) > %0(15 1)

Para un niimero fijo de grupos u, %o(u,v) >

Ro(u,V') donde vy V' son enteros tal que v >
/

V.

2.
3.
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Demostracion.
1. El nimero reproductivo bdsico del modelo (8) estd
dado por

T (u,v) =p (diag(N)Pdiag(a)diag (R"M) ™' Q"
diag(1/p)diag(M)Rdiag(ex)
diag (P"N) ' S” diag(1 /y)) :
un elemento de la matriz es
1 1

m kz Q ptkqjkrlksjkNM u

—1 PuduM N,

Si el producto de las matrices PQ” RS es irreduci-
ble, la matriz

diag(N)Pdiag(et)diag (R"M) "' Q" diag(1/p)
diag(M)Rdiag(e)diag (P"N) ' S” diag(1/7)

es irreducible, entonces el radio espectral satisface

la inecuacion de Frobenius de acuerdo a [22]
minh; < % < mixh; (13)
J j

donde hj =Y | h;j, luego

u
hj =Y hij
i=1
ZM: L ZV: Dixq ikTikS itNiM; !
= — ikq jkTikdS jk
=1 Vilj =1 K Pikd T kS5 1plkrlleNl
1 . Z[ lplkrlkNM
ZakQJk S jk
y]u“/k 1 =1 PukF My N,
Ly
= ak‘]jksjk
Yillj =1

)’
= ()
de (13) se obtiene
mifn (%6)2 < K (u,v) < ml_a’lx (%6)2
por lo tanto
ml_l’n%(") < %o(u,v) < mlfc’lx%’é
2. Usando la inecuacién del item 1 se tiene

RHo(u,v) > nlun %,
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Ademas,

Ro(1,v) = %y

1/2
= (Ylﬂ Z alekﬁk)

>1/2

3. Si el ntimero de grupos es fijo en el nimero repro-
ductivo basico de la ecuacién (11), los parametros
son los mismos para cualquier cantidad de parches,
asi la demostracién se reduce a comparar Z, y Z,
definidas a continuacion. Para v parches se tiene

1
> | —aiquisi
(71.“ g

= %0(1,1)

Zl] = Z akpleJkrtks]kNM u !
k=1 lplkrlleNl
Para V' parches se tiene
Xl" o N;M; !
k Pikq jkTiksS jk
i—1 R u —1 PuruM N,

Asi, para v >V, se tiene que Zéj > Zy . Por lo tan-
to %o(u,v) > %o(u,V') por el teorema de Perron-
Frobenius (ver teorema 3.1 en [23], p. 60). L]

3.5. [Estabilidad global del punto de equilibrio
libre de infeccién

A continuacioén, usando el Principio de Invarian-
za de LaSalle (ver corolario 3.1 en [27], p. 116) y
el teorema de Lyapunov (ver teorema 3 en [28], p.
131) se prueba la estabilidad asintética global de la
solucién de equilibrio libre de infeccion Ey.

Teorema 3.2. Si % (u,v) < 1 entonces Ey es global
y asintoticamente estable, siempre que el producto
de las matrices PQTRST sea irreducible.

Demostracion. Sea (@, @y) un valor propio izquier-
do asociado a la matriz

diag(N)Pdiag(e)diag (R”M) ™' Q7 diag(1/p)
diag(M)Rdiag(et)diag (P'N) "' §” diag(1/y) =

luego,

(x, @y) A
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como el producto de las matrices PQTRST es irreducible,

entonces la matriz A es irreducible, lo cual implica que

(o, wy) > 0 (ver teorema 3.1 en [23], p. 60). Entonces
OMXM

diag(1/p) ] [; }

es una funcién de Lyapunov que tiene como derivada
orbital a

diag(1/7)

V(x7y) - ((Dx,(l)y) |: 0u><u

OMXlt

diag(1/7) diag(1/p) } [; ]

V= oo | 5

donde,

x =diag(N —x)Pdiag(a)diag(R" (M —y) + Q"y)'Q"y
— diag(y)x

y =diag(M — y)Rdiag(e)diag(P” (N —x) +S7x) " !S"x
— diag(p)y

factorizando el vector [x y]” y denotando

Q' = an

ST

diag(N)Pdiag(et)diag (R”M) '
diag(M)Rdiag(et)diag (P'N)

azy

se tiene que la derivada orbital V puede ser expresada

1]

—1,
ar diag(1/p)

a‘lzdiag(l/}')

V#@mw[ -,

(@na)v 1) | ¥ ]

~ (- (ana)| ) |

<0

Ahora para probar que es asintdticamente estable, se
debe demostrar que ninguna solucién de (8) que entra
alaregion .7 = {(x,y) € R?: V(x,y) = 0} permanece
allf indefinidamente salvo la solucién trivial, segin el
Principio de LaSalle, la tinica posibilidad es que . =
{(x,y) € R?** :x =0 Ay = 0}, es decir, Ey es el tinico
punto de .¥, entonces Ej es global y asintéticamente
estable. O

3.6. Estabilidad del equilibrio endémico

Determinar la existencia del equilibrio endémi-
co puede ser laborioso, de hecho en el articulo [22]
muestran que las no linealidades intrincadas del mo-
delo (8) pueden conllevar a multiples equilibrios
endémicos, por tal razon se estudia la dindmica en
un caso particular, en el cual el riesgo de contraer la
enfermedad depende de los tamafios de cada una de
las poblaciones, mds especificamente se supone que
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el riesgo de infeccidn en cada parche es proporcional
al tamafio de la poblacién del mismo, esto es

(XJZ pk]

u
Z rii (M — yi) + qijy)

xk + Skak)

Asi, la tasas con que los individuos susceptibles hu-
manos y mosquitos pasan a ser infectados en el par-
che j son

N, Y1 SkjXk

Y1 (Pkj(Ne — xx) + sk jxe)
o, Y1 9KV
Yi— 1(’”k1(Mk—yk)+61k;)’k

u
=0 Z Sk jXk
Zijyk

Por lo tanto, el modelo (8) queda expresado como

dx;
7 = Z a]pl] —Xi Z QkjYk — YiXi
ria k=1
dy ’ (14)
7; = Z irij(Mi —yi Zsijk_.ui)’i
Jj=1 k=1

Reescribiendo el sistema dindmico (14) en forma
matricial se tiene

x = diag(N —x)Pdiag(a)Qy — diag(y)x

. . T . (15)
y = diag(M —y)Rdiag(a)S" x — diag(p)y

El ndmero reproductivo bésico del modelo (15) es

D = [p (diag(N)Pdiag(er)Q diag(1/p)
diag(M)Rdiag(et)S” diag(1/7))] /2

que se obtiene de (11).

El siguiente teorema muestra la existencia y la
estabilidad del equilibrio endémico del modelo (14),
para obtener el resultado se utiliza el médulo de
estabilidad s(J) definido por

s(J) =max{Re(A): A € o(J)}

donde Re(A) es la parte real del valor propio A y
o (J) es el conjunto de los valores propios de la ma-
triz jacobiana J, s(J) determina las propiedades de
estabilidad de los equilibrios, puesto que si el mé-
ximo de los valores propios es negativo los otros
también lo son. Ademads se puede relacionar con el
ndmero reproductivo basico Z5P de acuerdo al ar-
ticulo [29], en el cual mencionan y demuestran los
siguientes items
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i. ZEP <1siysolosis(J)<0
ii. 0P =1siysélosis(J)=0.
iii. ZPP > 1siysélosis(J)>0

Teorema 3.3. Existe un tinico equilibrio endémi-

co que es local y asintoticamente estable cuando
#PP > 1.

Demostracion. La demostracién se realiza con la
teoria de los sistemas irreducibles encontrada en el
capitulo 4 del libro [23], para lo cual se necesita
que el sistema (15) sea estrictamente mondtono; es
decir, que la matriz jacobiana (16) sea irreducible
(ver teorema 1.1 en [23], p.56).

| A A
J= [ A ] (16)
donde
A= —]P’dlag(a)QTy dlag(’}')
A, = diag(N —x)Pdiag(a )

A; = diag(M —y)Rdiag(a)S”
A4 = —Rdiag(a)STx — diag(p)

La matriz (16) es irreducible si el grafo asociado
es fuertemente conectado (ver definicién 2.6 en
[30], p. 30), lo cual es cierto si se supone que
(x, ¥) # (N, M) y que un solo individuo infectado
puede causar la infeccién en todos los parches.

Por otro lado, sea f(x,y) el campo vectorial des-
crito por (15), entonces
)

luego, el flujo ¢, (N,M) converge monétonamente a
un equilibrio para cualquier (N,M) (ver proposicién
2.1 en [23], p. 34). Ahora se prueba la existencia de
un equilibrio endémico utilizando la solucién trivial
(0,0) y la matriz jacobiana evaluada en este punto

—diag(y)N

L i

diag(N)Pdiag(a)Q”
—diag(p)

—diag(y)
diag(M)Rdiag(ct)ST

Como el sistema es estrictamente mondtono no
tiene Orbitas periddicas, luego para que exista un
punto endémico basta con que el nimero reproducti-
vo basico ZFP sea mayor que uno, lo que implica
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que el médulo de estabilidad s(J) > 0, garantizando
al menos un valor propio positivo, asi Ey es inestable
y por lo tanto existe al menos un equilibrio positivo
E de el sistema (14) (ver corolario 3.2 en [23], p. 60)

Abhora, para probar que el sistema (14) tiene un
unico equilibrio, se supone que existe otro, E,. Se
debe demostrar que E| = E», se argumenta por con-
tradiccion. Sea E| # E, sin pérdida de generalidad

E\<E;

Dado que E; y E; son puntos de equilibrio satis-

facen el sistema
X 0
y 0

—diag()
Az

Se observa que el sistema anterior es de la forma
Ax =0, luego s(A) es cero, por lo tanto A(E}) y
A(E») tienen el mismo médulo de estabilidad. Sin
embargo, como A es cuasi-positiva, es decir las
componentes son no negativas excepto las de la
diagonal principal, entonces s(A(E2)) < s(A(E1))
(ver corolario 3.2 en [23], p. 60), lo cual es una
contradiccidn; en consecuencia Unicamente existe
un equilibrio distinto de Ej.

A
—diag(p)

Finalmente se demuestra que E; = (,y) es local
y asintéticamente estable, para lo cual se denota

B) = —Pdiag(@)Q"y — diag(Y)
B, = diag(N — X)Pdiag(a)Q"
B; = diag(M — y)Rdiag(ar)S”
B, = —Rdiag(a)S”x — diag(p)

y se verifica la siguiente desigualdad

0= s 3

[ —diag(y) A ]
< .
A3 —diag(p)
=A
es decir, s(J) < s(A). Como AE,
es un punto de equilibrio entonces s(A)

=0, dado que E|
=0, lo cual
implica que el médulo de estabilidad de la matriz
jacobiana es menor que cero, garantizando que todos
los valores propios de la matriz de la linealizacién
son negativos; por lo tanto, E; es local y asintética-

mente estable. OJ
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Simulacion numérica

Las simulaciones numéricas permiten visualizar
el comportamiento de las soluciones haciendo uso
de los métodos numéricos, con lo cual se obtiene
soluciones aproximadas. En la figura 5 se muestra
la solucién numeérica para un caso particular del mo-
delo (8), en un tiempo de 500 dias con condicién
inicial (20, 0); el valor de la tasa de recuperacién de
los humanos es % = 0,0029 y la tasa de mortalidad
de los mosquitos es u; = 0,0039, los cuales son to-
mados de [31]; el riesgo de infeccion es o; = 0,03
y las matrices de permanencia para dos parches son
P=Q=R=S=(1/109/10). En la simulacién
con un grupo y dos parches (figura de la derecha)
se observa que la poblacion de infectados crece en
menos tiempo en relacién con el crecimiento en un
parche y un grupo (figura de la izquierda), lo cual
indica que %y(1,2) es mayor que Zy(1,1) que estd
en concordancia con el teorema 3.1, donde se ve el
efecto del nimero de parches y grupos en el Zy(u,v).

5000

5000

4000 4000

on
on

19 3000 :© 3000

Poblaci
Poblaci

2000

N
S
3
3

1000 1000

0’ 0
0 100 200 300 400 500 0

Tiempo (dias)

100 200 300

Tiempo (dias)

400 500

Figura 5. Solucién numérica del modelo (8): imagen
izquierda, un grupo y un parche; imagen derecha, un
grupo y dos parches.

En la figura 6 se muestra la solucién numérica
en dos parches y en dos grupos con los mismos
parametros de 5 y con las siguientes matrices de
permanencia

< _[1/10 9/10
P_Q_S_[l/lo 9/10}
[ 1/10 9/10
IR{_{9/10 1/10]

Se supuso la matriz de permanencia R distinta a
las demads para obtener dos grupos con dindmicas
diferentes, en los cuales se observa que la poblacion
de cada grupo crece en menor tiempo con respecto
a la simulacion 5, es decir, %y(2,2) es mayor que
Ho(1,2) que esta de acuerdo a lo demostrado en el
teorema 3.1.

59

5000

5000

4000 4000

1on
1on

19 3000 :© 3000

2000 2000

Poblaci
Poblaci

1000 1000

0 0
0 100 200 300 400 ()
Tiempo (dias)

100 300 400

200
Tiempo (dias)

Figura 6. Solucién numérica del modelo (8) en dos
parches: imagen izquierda, grupo 1; imagen derecha,
grupo 2.

4. Conclusiones

El modelo matematico de Ross-Macdonald exten-
dido a parches y a grupos permite inferir los siguien-
tes resultados.

= Si el producto de las matrices de permanencia
no son irreducibles el sistema dindmico se des-
acopla y el problema se reduce a estudiar el
comportamiento de cada parche.

= El niimero reproductivo bdsico %y (u,v) depen-
de de la permanencia de los individuos en las
diferentes zonas.

= Si el producto de las matrices de permanencia
es irreducible, entonces el nimero reproductivo
basico en u grupos y en v parches estd acotado
por el minimo y el maximo %’6 de los grupos.

= Si se fija la cantidad de grupos, el nimero repro-
ductivo bésico Zy(u,v) incrementa a medida
que aumenta el niimero de parches.

= Si el nimero reproductivo basico %Z(u,v) < 1
el equilibrio libre de infeccién Ey es global y
asintéticamente estable, es decir la enfermedad
se extingue.

= En el caso de que la tasa de infeccién asociada
al parche dependa del tamafio de la poblacién,
existe un equilibrio endémico E; que es local y
asintSticamente estable cuando 5P (u,v) > 1,
lo cual indica que la enfermedad persiste.

El analisis del modelo propuesto evidencia que la
movilidad y los grupos influyen en la dindmica de
transmisioén de la malaria y aunque el resultado es
tedrico muestra caracteristicas de la problematica;
por lo cual, se puede sugerir que se empleen es-
trategias que tengan en cuenta la migracion de la
poblacién. Un procedimiento que se puede seguir
para disminuir el niimero de casos es identificar un
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foco de infeccién y aislarlo hasta que pueda ser con-
trolado.
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