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Comparison of Some Methods to Estimate the Cox Proportional Hazards Model for
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Resumen

Los datos con censura a intervalo son comunes en varias dreas del conocimiento, tales como: epidemiologia, finanzas, demografia,
medicina, entre otras. Ocurren cuando el evento de interés, el tiempo de falla, no se observa exactamente, sino que se encuentra
dentro de algtin intervalo del tiempo de observacién. Con frecuencia en esta situacion se realiza una imputacién de los datos que
no se conocen exactamente. Algunos de los métodos de imputacion mdltiple propuestos en la literatura son el algoritmo PMDA
(Poor Man’s Data Augmentation) y el algoritmo ANDA (Asymptotic Normal Data Augmentation), los cuales permiten estimar
los pardmetros del modelo de riesgos proporcionales de Cox utilizando métodos cldsicos de estimacién. También existen métodos
alternativos para realizar estas estimaciones, como el algoritmo ICM (Iterative Convex Minorant) y un enfoque Bayesiano, que no
realizan imputacion de los datos con censura a intervalo.

En este trabajo se realizé una comparacion via simulacién del desempefio de los estimadores de los pardmetros del modelo de Cox
producidos por cada uno de los métodos anteriormente mencionados. Los resultados evidenciaron que en términos generales los
métodos ICM y el enfoque Bayesiano presentan valores de probabilidad de cobertura mds altos y errores cuadraticos medios mds
bajos, ademds al aumentar el tamafio de la muestra estos valores mejoran notablemente comparados con los métodos PMDA y
ANDA. En estos ultimos no se evidenciaron diferencias considerables entre los resultados. Finalmente, se realizé una aplicacién con
datos reales asociados a un estudio de mastitis en ganado lechero.

Palabras clave: Métodos de imputacién multiple, Censura a intervalo, Enfoque bayesiano, Algoritmo ICM (Iterative Convex
Minorant), Modelo de riesgos proporcionales de Cox.

Abstract

Interval censored data is common in several areas of knowledge, such as: epidemiology, finance, demography, medicine, among
others. They occur when the event of interest, the failure time, is not observed exactly, but is within some interval of the observation
time. Often in this situation an imputation is made of the data that is not exactly known. Some methods of multiple imputation
proposed in the literature are the PMDA (Poor Man’s Data Augmentation) algorithm and the ANDA (Asymptotic Normal Data
Augmentation) algorithm, which allow estimating the parameters of the Cox proportional hazards model using classical estimation
methods. There are also alternative methods to make these estimations such as the ICM (Iterative Convex Minorant) algorithm and a
Bayesian approach, which do not impute the data with interval censoring.

In this work, a comparison was made via simulation of the performance of the estimators of the Cox model parameters produced
by each of the aforementioned methods. The results showed that in general terms the ICM methods and the Bayesian approach
present higher coverage probability values and lower mean square errors, in addition when increasing the sample size these values
significantly improve compared to the PMDA and ANDA multiple imputation methods. In the latter, there were no significant
differences between the results. Finally, an application was made with real data associated with a study of mastitis in milk cattle.

Keywords: Multiple imputation methods, Interval-censored, Bayesian approach, ICM (Iterative Convex Minorant) algorithm, Cox
proportional hazards model.
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1 Introduccion

Los datos con censura a intervalo ocurren

comunmente en muchos campos, tales como:

demografia, epidemiologia y estudios médicos.

En tales estudios, los participantes se someten
periédicamente a observaciones o exdmenes y los
tiempos de falla no son observados exactamente,
pero se conoce que se encuentran dentro de algin
intervalo [1]. Esto dltimo es un problema ya que
convencionalmente se ha usado el limite inferior, el
punto medio o el limite superior del intervalo de
inspeccién como tiempo de falla, esto es conocido
en la literatura como imputacién simple y ha
sido bastante utilizado por su simpleza frente a
otros métodos [2]. Sin embargo, estos métodos
presentan problemas de sesgo de los estimadores
de la funcién de supervivencia, especialmente
cuando los intervalos son de gran tamafio, o
son de diferentes longitudes [3, 4]. El uso de
los métodos de imputacién miltiple incorporando
variables auxiliares, es decir, informacién auxiliar
acerca del tiempo de falla para las observaciones con
censura a intervalo, pueden mejorar la eficiencia de
los estimadores y reducir el efecto de visitas perdidas
en comparacion con enfoques mas simples [3].

Algunos métodos de imputacién multiple para
estimar el modelo de riesgos proporcionales de
Cox para datos con censura a intervalo fueron
estudiados inicialmente por [5], donde proponen
los algoritmos denominados PMDA (Poor Man’s
Data Augmentation) y ANDA (Asymptotic Normal
Data Augmentation) para datos con censura a
intervalo, basados en imputaciéon multiple para el
modelo de regresion de Cox, y demostré que los
resultados de las estimaciones de los coeficientes de
regresion y el error estdndar asociado suministra una
alternativa prometedora para el estimador de maxima
verosimilitud no paramétrico (NPMLE).

Un método alternativo de estimacién de los
pardmetros del modelo de riesgos proporcionales
de Cox para datos con censura a intervalo, que no
involucra imputacién de los tiempos de falla no
observados, fue propuesto por [6] y consiste en un
algoritmo ICM (Iterative Convex Minorant). En [7]
se reformul6 el algoritmo ICM como un método de
proyeccion gradiente generalizado el cual conduce

a una extension natural al modelo de Cox. Los
enfoques Bayesianos para el andlisis de datos con
censura a intervalo nos presentan otra opcidn para
abordar el problema de estimacién. En [1] proponen
un novedoso y eficiente enfoque Bayesiano para el
andlisis de los datos con censura general bajo el
modelo de riesgos proporcionales de Cox.

En este trabajo, se comparard via simulacién el
desempeiio de los estimadores de los pardmetros
del modelo de riesgos proporcionales de Cox,
producidos por el algoritmo ICM, por un enfoque
Bayesiano y luego de aplicar los métodos de
imputacion multiple PMDA y ANDA, para datos
con censura a intervalo. La comparacion se realizard
utilizando el error cuadratico medio (ECM) de las
respectivas estimaciones de los pardmetros de interés
y la probabilidad de cobertura empirica obtenida bajo
un nivel de confianza nominal del 95%.

En la Seccién 2 se describen brevemente los datos
de vida censurados a intervalos, el modelo de riesgos
proporcionales de Cox y los métodos de estimacién
basados en el algoritmo ICM (Iterative Convex
Minorant) y en un enfoque Bayesiano. La Seccién
3 describe los métodos de imputacién multiple
PMDA y ANDA. Un estudio de simulacién y el
andlisis de sus resultados es presentado en la Seccién
4. La Seccién 5 presenta una aplicacion en datos
reales asociados a un estudio de mastitis en ganado
lechero. Finalmente, en la Seccién 6 se presentan las
conclusiones del trabajo.

2 Conceptos basicos
2.1 Datos de vida censurados a intervalo

Una de las caracteristicas de los datos de tiempos
de vida es la censura. Para las observaciones con
censura a intervalo, s6lo se conoce un intervalo,
dentro del cual la falla ha ocurrido. Los tiempos
de falla exactos y la censura a la derecha pueden ser
registrados como un caso especial de los tiempos
de falla con censura a intervalo, en tales casos, el
intervalo se reduce a un simple punto en los tiempos
exactos y para la censura a la derecha el intervalo
consiste del limite inferior y el limite superior se
toma como infinito, es decir, un nimero muy grande,
ya que el evento de interés no se presenta.
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Suponga que los tiempos de vida para n individuos
independientes consisten de n intervalos (uno por
individuo), dados por

(L1,Ri], ., (Ln, Ry )

Los datos de vida censurados por intervalo que
incluyen al menos un intervalo (L, R] con ambos Ly
R pertenencientes a (0, ), son usualmente referidos
como datos con censura a intervalo general o tipo 11
[6, 8, 9]. Es decir, los datos con censura a intervalo
tipo II son datos con censura que incluyen algunos
intervalos finitos que no contienen el cero. Otra
manera de representar una observacién con censura
a intervalo tipo II es usar:

5l = I(TgL)v
& = IL<T<R),
& = I(T>R). 2)

donde 0 < L; <T; <R <oy L; <R; para todo
i, es decir, una observacién censurada a intervalo
por individuo, donde 7; es el tiempo de falla no
observado del individuo i.

Asumiendo que cada sujeto es observado dos
veces, donde L y R son dos variables aleatorias que
satisfacen L < R con probabilidad 1, es decir, las
Note
que, si L = R se tienen datos exactos y por lo
tanto no existe la necesidad de la imputacién. Este
trabajo se enfocard estrictamente en observaciones
censuradas a intervalo. Sea T una variable aleatoria
que representa el tiempo de falla de un individuo,
01 es la indicadora de una censura a la izquierda, es
decir, el evento de interés sucedid antes de inicio
del proceso de observacién, &, es la indicadora de
una censura a intervalo, es decir, el evento de interés
sucedid dentro de un intervalo de dos observaciones
consecutivas y 83 es la indicadora de una censura a

observaciones son censuradas a intervalo.

la derecha, es decir el evento de interés no sucedio
hasta el final del proceso de observacién. Este
tipo de datos surgen de estudios longitudinales con
seguimientos periddicos.

2.2 Modelo de riesgos proporcionales de Cox

En los modelos de riesgos proporcionales de Cox,
la funcién de riesgo depende en general del tiempo

y un conjunto de variables explicatorias, las cuales
pueden ser por ejemplo un indicador de tratamiento,
la edad y el género. Un andlisis de regresién
suministra una evaluacién de los efectos de las
variables explicatorias en el tiempo de falla. El
modelo de riesgos proporcionales propuesto por
[10], separa estos componentes especificando que el
riesgo en el tiempo ¢ para un individuo cuyo vector
de variables explicatorias es x, esta dado por:

h(t|x) = ho(t) exp(x'B) 3)

donde £ (t) es la funcién de riesgo de la distribucién
base Fy y B es un vector de coeficientes de
regresion. El segundo término estd escrito en
forma exponencial porque debe ser positivo, x'f3
es llamado el predictor lineal. El modelo en (3)
implica que la razén de riesgos para dos individuos
depende unicamente de la diferencia entre sus
predictores lineales en cualquier tiempo. Este
modelo especifica que las variables explicatorias
actian multiplicativamente en la funcién de riesgo.

Bajo el modelo de riesgos proporcionales la
funcién de supervivencia condicional de 7" dado x
tiene la forma

S(tlx) = exp[—Ho(t)exp(x'B)]
= [So(n)]*P), )

donde )
Ho(t) = / ho(s)ds
0

$0(0) = exp | " h(s)as|

son la funcién de riesgo acumulada base y la funcién
de supervivencia base.

La funcién de riesgo acumulada condicional de T
dado x tiene la forma

H(1[x) = Ho(t) exp( B). )

El modelo de riesgos proporcionales es el modelo
de regresién mas usado en el andlisis de tiempos de
falla.
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2.3 Estimacién del modelo de Cox para datos
con censura a intervalo usando el algoritmo
ICM

Para entender el algoritmo ICM, se debe revisar
la proyeccidon gradiente generalizada (GGP),
un esquema de optimizacién general [11, 12].
Especificamente, suponga que se quiere maximizar
una funcién f(x) en un conjunto cerrado convexo X.
Denote Vf la primera derivada de f, H una matriz
simétrica definida positiva. La GGP actualiza su
estimacién actual x() por

1) = proj [xm +aHO v (0, 5O, X}

donde, a') >0 y Proj es la operacién proyeccion
definida por

. L . N / -
Proj(xo, H,X) .—argl)}él}l(l{(x x0)'H(x—x0)}.

La iteracién x\¥) en la convergencia se toma como
una solucién del problema de maximizacion.

Observe que en el modelo de Cox, la ecuacion
(4) se puede escribir en términos de las funciones de
distribucion, asf:

1— F(t|x) = [1 — Fy(r)]*PP)

donde Fy es la distribucion de base desconocida,
B es el vector de coeficientes de regresion y las n
observaciones son: (Li,R1,X1),...,(Ly, Ry, Xy).

El log de la verosimilitud es [13]:

L(Fo, B) = zn: log{[l — Fy(L;—)]*P)
j=l
_[1 _FO(Rj)]eXP(X’jﬁ)} . (6)

L se maximiza para obtener el NPMLE de los
coeficientes de regresion junto con la distribucion
de base, F,. El enfoque a este problema de
maximizacién es extender el ICM propuesto por
[7]. Extender el ICM es sencillo considerando los
coeficientes de regresion como otro componente de
parametros, ademas de la funcién de distribucion
base. Denote por V|L(Fy,B) = dL(Fy,B)/dFy y
VoL(Fy, B) = dL(Fo,B)/dPB las primeras derivadas,
Gi(Fo,B) y G2(Fo,B) son las correspondientes
matrices diagonales de las segundas derivadas. El

ICM extendido itera como
FU+D) = pyo; {FO(:') +ale(FO(i)7B(i))flVIL(F()(i)7ﬁ(i))7

Gi(Fy",B"), R} )

BUHY = B+ 0;Gy(Fy ) VLL(EY BY)  (8)

donde «; y Proj fueron definidos anteriormente. La
proyeccion se toma para asegurar que la estimacion
de Fp sea una funcién de distribucién apropiada lo
que requiere que Fy sea no decreciente y esté entre
0y 1. Ya que no existen restricciones para 3 no se
realiza ninguna proyeccion.

En [7] se propone maximizar la verosimilitud
conjuntamente con Fy y f8.

Este método no suministra informacién necesaria
para calcular los intervalos de confianza para los
pardmetros de regresion, esta caracteristica es un
gran inconveniente para este método. Se usé
bootstrap para calcular los intervalos de confianza
de los pardmetros.

2.4 Enfoque Bayesiano

Siguiendo a [1], suponga que existen n sujetos
independientes en el estudio. Por cada sujeto j
denote por T; el tiempo de falla de interés y x; el
vector de variables explicatorias. T; no es observado
exactamente pero se conoce que cae en un intervalo
observado (Lj,R;]. Denote por F(t|x) la funcién de
distribucién acumulada del tiempo de falla de interés
dado el vector de variables explicatorias x. Por
lo tanto, para el modelo de riesgos proporcionales
de Cox, F(t|x) = 1 — exp[—Ao(t) exp(x'B)], donde
Ao(t) denota la funcién de riesgo acumulada base.
La verosimilitud basada en los datos observados
(L) Rj>xj)j-y es

L= fll[F<Rj|x,~> CFL) O

El intervalo observado (L;,R;] para el tiempo de
falla 7; toma (0,R;] en el caso de la censura a la
izquierda y (L;j,o0) en el caso de la censura a la
derecha. Para diferenciar los tipos de censura la
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funcién de verosimilitud estd dada por:

L = []F®R;x) x
j=1

n

I_Tl [F(R;|x;) — F(Lj|x;)]% x

[T0—F(Lx)®

j=1

(10)

donde 6j1, 6j2, 6;3 son las indicadoras de censura
para el sujeto j, denotando censura a la izquierda,
intervalo y derecha, respectivamente, y & i1+ 5j2 +
0j3 = 1. Este enfoque estd basado en la funcién de
verosimilitud dada en (11).

Es mejor usar la funcién de verosimilitud porque
no requiere especificar ningtin supuesto de la
distribucidén del proceso de observacién. Cuando la
distribucién del proceso de observaciéon no contiene
los parametros de interés f y Ag, la funcién de
verosimilitud hace una inferencia eficiente de  y Ag
[14].

El modelo de la funcién de riesgo acumulada base,
Ao(t), esta basado en una combinacién lineal de
splines monétonos [15, 16, 17]. Esta estrategia ha
sido efectivamente usada para modelar funciones
no decrecientes desconocidas en otros modelos de
supervivencia, tales como modelar la distribucién
acumulada base transformada del modelo probit [18]
y la odds base [19] o el logaritmo de la odds base [20]
en el modelo de odds proporcionales. La funcién de
riesgo acumulada base es modelada asi,

k
Ao(r) = ) ul(t|d)

=1

(11

donde cada [;(.|d) es una funcién base de splines
monétonos con grado d, cada una de ellas es una
funcién no decreciente de 0 a 1, y las 9’s son
coeficientes no negativos de los splines con el fin de
asegurar que Ay(¢) sea una funcién no decreciente,
d controla el suavizamiento de los splines, tomando
primero las funciones por tramos lineales, luego
las funciones cuadréticas seguido de las funciones
cubicas, etc. Los splines monétonos son llamados
I-splines (o integrados) porque ellos son funciones
integradas de M-splines [15].

Los métodos Bayesianos por lo general requieren
muestrear todos los parametros desconocidos y las
variables latentes de sus distribuciones posteriores
formadas por la combinacién de la funcién de
verosimilitud y la distribucién apriori. Con el fin
de facilitar el célculo de la distribucién posterior en
[1] se propone un aumento de datos tomando ventaja
de la relacion del modelo de riesgos proporcionales
y un proceso de Poisson latente no homogéneo.

Se especifican las distribuciones apriori de los
parametros desconocidos By v = (7,7, %)-
Se asignaron distribuciones apriori exponenciales,
exp(A), para los ¥’s y se asigné una distribucion
apriori Gamma G(ay , b, ) al hiperpardmetro A, con
media ay /b, y varianza a, / bi. Esta especificacion
de la apriori es favorable desde una perspectiva
computacional porque conduce a formas conjugadas
para cada una de las distribuciones condicionales
posteriores de los 7’s y de A. Este enfoque trata a 4
como aleatoria y asigna a este hiperparametro una
distribucién apriori Gamma, con el fin de permitir
un ajuste automdtico con mucho menos esfuerzo
computacional. Para 8,, r = 1,2,..., p se asignaron
distribuciones apriori normales, 7(8,) = N(u,,6?2),
esto conduce a una distribucidn posterior condicional
log-concava para cada f3,, que se puede muestrear
facilmente usando el muestreo de rechazo adaptado
(ARS) [21]. Los valores especificados para a; =
by =1y o7 = 100.

3 Métodos de imputaciéon multiple

Los datos con censura a intervalo son realmente
datos incompletos, y no exactamente datos faltantes,
sin embargo, es posible realizar el proceso de
imputacién de este tipo de datos a través de los
tiempos observados. La imputacién multiple a
diferencia de la imputacién simple reemplaza cada
valor no observado por dos o més valores probables
lo que conduce a multiples conjuntos de datos
imputados cada uno de los cuales es analizado
separadamente por un método estdndar, los anélisis
de estos conjuntos de datos toman en cuenta la
variabilidad debida a los valores no observados de
los datos originales [22].
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3.1 Algoritmo PMDA para los datos con
censura a intervalo

En [5] se utilizé el algoritmo PMDA dado en [23]
con el fin de imputar los tiempos de supervivencia
de datos con censura a intervalo, esto implica crear
conjuntos de datos multiples imputados usando el
siguiente algoritmo iterativo.

El superindice (i) representa la i-ésima iteracion,
el subindice k da cuenta del k-ésimo conjunto de
datos imputados y el subindice j corresponde al
nimero de observaciones.

Para un conjunto de datos arbitrario, se define
(Lj,R;j) como la j-ésima observacién con censura
a intervalo, y sea X una matriz que representa las
variables explicatorias del modelo de Cox, con X ;
la j-ésima fila de esta matriz, j = 1,...,n. Entonces,
los pardmetros a ser estimados incluyen al vector
de coeficientes de regresiéon B y a la funcién de
supervivencia base Sp.

a. Para comenzar, suponga que las estimaciones
actuales del coeficiente de regresion y la super-

<)

So

. . (@) .
vivencia base son y S;’, respectivamente.

b. Genere m bases de datos de posibles
observaciones con censura a la derecha. Para
ello, el k-ésimo conjunto de datos (k=1,...,m)
se obtiene asi:

Para cada observacién (L.,-,Rj,X;), j=1,...,m
si Rj < o, obtenga Z; de la distribucion

. )
(S’él))e"p(xfﬁ ), condicional en que (Li<Z; <
Rj) yhaga Tkj :Zj y 6kj =1.8Si Rj — 0o, haga
Tkj:Ljy6kj:O.

c. Use cada base de datos del paso anterior
para ajustar un modelo de Cox y obtener las
estimaciones B,(;) y fl,((l), k=1,...,m.

d. Basado en (T, 6kjsXy;) ¥ EEQ), calcule el
estimador de Breslow de la supervivencia base

EE)”)(k) parak=1,... ,m.

e. Haga

i) _ 1 s o)
So —;ZSO,(k)
k=1
a+) 1 & ) m+1
X =—) X 12
mk; () m(m—l)S 12)
L S0 S S0 53+
con § :k;(ﬁ(k)— )(B iy — )

(1) (i
f. Verifique que ﬁ(l )—ﬁ(l) es suficientemente

pequeiio (la estimacioén i 4 1 convergid). Si no,
haga i+ 1 igual a i, vuelva al paso a. y repita el
procedimiento hasta que la estimacién converja.

~(i+1)  ~(i .
Los valores de [3([+ ), Z(lﬂ) y %’H) donde se

obtiene la convergencia son las estimaciones finales.

3.2 Algoritmo ANDA para datos con censura a
intervalo

El algoritmo ANDA se implementa modificando el
algoritmo PMDA, asi:

e A partir de la primera iteracién, en el paso
e. se aproxima la posterior del coeficiente de
regresion como una mezcla de distribuciones
normales,

(B =Y eV (B Ep).  (3)

donde g\ es una funcién de densidad de
probabilidad normal multivariada, con media
~(i

B E k)) y matriz de varianzas—covarianzas EEQ)-

* A partir de la segunda iteracidn, en el paso b.
primero se muestrea m veces de g\)(B) para
obtener [3]((’), k=1,2,..,m. Luego, para cada
k y cada observacion con censura a intervalo
(Lj,R;,X;), se obtiene Z; de la distribucion

i Y ..
(E(()Z))e"p(x}ﬁk ), condicional en que (L; < Z; <
R;) y conserva las observaciones con censura a
la derecha.

* Los otros pasos son los mismos que en el
método PMDA.
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4 Estudio de simulacion

Se desarrolla un estudio de simulacién con el fin
de comparar los resultados en la estimacion de los
pardmetros de un modelo de Cox producidos por el
Algoritmo ICM, el enfoque Bayesiano y al aplicar
los métodos de imputacién miltiple PMDA y ANDA
en los datos con censura a intervalo. El protocolo de
simulacién usado en este trabajo sigui6 el propuesto
por [1], donde los datos corresponden a individuos
que se someten periddicamente a observaciones o
examenes.

Los pasos del estudio de simulacién son los
siguientes:

1. Generacién de los datos. Se generaron 500
bases de datos con tres tamafios de muestra:
50,100,200, del siguiente modelo:

F(tlx1,x) =1—
exp[—Ao(t) exp(Bix1 + Brx2)] (14)

donde x; es una variable aleatoria

Bernoulli(0.5) y x; es una variable aleatoria
Normal(0,0.5%) y la funcién de distribucién

acumulada base se tomé Ag(7) =1 +1log(1+71).

Cada individuo tiene un nuimero aleatorio
de observaciones, correspondientes a visitas
periddicas, las cuales son aleatorias para cada
sujeto (el sujeto puede no asistir a una visita
programada), pero para cada uno se garantiza
al menos una visita.
estd determinado por 1 mas una variable
aleatoria Poisson con media igual a 2. Los
tiempos de las visitas se determinan con una

El nimero de visitas

distribucién exponencial con media igual a 1.

El intervalo observado es determinado por dos
observaciones adyacentes dentro del cual se
encuentra el tiempo de falla verdadero.

Se tomaron varias configuraciones para los
valores de los pardmetros: By =1y B, =0,
Bi=0yBh=1LB=1yBh=1yB =0
y B> = 0. De acuerdo a este esquema de
generacién de datos, la tasa de censura a la
derecha se encuentra entre el 9% y el 21% para
todas las configuraciones de los valores de los
pardmetros.

2. Implementacién de los métodos de estimacién
de los parametros del modelo de riesgos
proporcionales de Cox, los cuales son: Los
métodos PMDA y ANDA a través del paquete
MIICD, el algoritmo ICM a través del paquete
intcox y el enfoque Bayesiano a través del
paquete ICBayes.

4.1 Resultados

En las Tablas 1, 2 y 3, se presentan los resultados
de cada uno de los métodos de estimacion
antes descritos, basado en 500 bases de datos
simuladas con tamafios de muestra 50, 100, y 200,
respectivamente. En cada tabla, se presentan los
pardmetros estimados del modelo de Cox, junto
con el error cuadritico medio estimado (ECM) y
la probabilidad de cobertura empirica (CR).

Tabla 1. Resultados de los métodos de estimacién del
modelo de Cox para un tamafio de muestra n = 50.

(B..Bo) Estim. PMDA ANDA  ICM Bayes
1,0 B 0.520 0510  1.077  0.930
ECM 0251 0263 0076 0.065
CR 0122 0142 0940 0.996
B ~1.007  -0.005 -0.052  0.000
ECM 0020 0022 0050 0.042
CR 0904 0922 0986  1.000
Ly B 0.568 0551 1567 1.234
ECM 0212 0230 0490 0.155
CR 0260 0284 0774 0964
B> 0.548 0551 1413  1.181
ECM 0258 0258 0416 0.177
CR 0532 0.598  0.882 0.992
00 B 0243 0233 0474  0.309
ECM 0079 0073 0269 0.131
CR 0.564 0590 0426 0.976
B 0.142  0.144 0.180 0.224
ECM 0046 0046  0.085 0.097
CR 0.832 0830  0.894 0.992
o1 B 0373 0362 0821 0.629
ECM 0163 0.155 0743 0.446
CR 0292 0364 0.126 0734
B 0712 0711 1358 1.226
ECM  0.22  0.28 0227 0.115
CR 0.537 0564  0.836 0.998
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Tabla 2. Resultados de los métodos de estimacién del
modelo de Cox para un tamafio de muestra n = 100.

Tabla 3. Resultados de los métodos de estimacién del
modelo de Cox para un tamafio de muestra n = 200.

(Bi,B.) Estim. PMDA ANDA  ICM  Bayes (B1.B) Estim. PMDA ANDA  ICM  Bayes
1,00 B 0604  0.600 1376  1.174 (1,0) B 0460 0460  1.033  0.850
ECM 0165 0.170 0.186  0.072 ECM 0296 0296 0.024  0.039
CR 0.008 0018  0.608  0.970 CR 0.000 0000 0938  0.966
B ~1.026  —0.028 -0.084 —0.045 B ~1.031  -0.032 -0.052 -0.036
ECM 0011 0010 0039 0.026 ECM 0006 0006 0015 0.012
CR 0732 0760 0988  0.998 CR 0.504 0538 0994  0.998
Ly B 0435 0428 0922  0.786 Ly B 0059 0585 1224  1.066
ECM 0328 0336 0035 0.071 ECM 0176 0.178 0067 0018
CR 0.000 0000 0940  0.964 CR 0.000 0000 0626 0996
B 0.590 0591  1.045  0.994 B 0.574 0576  1.032  1.036
ECM 0178 0177 0028  0.023 ECM 0189 0.188 0.020 0.017
CR 0.006 0006 0958  0.994 CR 0.000 0000 0958  0.998
00 B 0.036 0040 0211  0.075 00 B ~0.056 -0.057 0.125 —0.062
ECM 0012 0012 0069  0.024 ECM  0.009 0009 0030 0012
CR 0704 0726 0754  0.998 CR 0428 0418  0.828  0.998
B ~0.014 -0.011 -0.009 -0.018 B 02 019 -028 -0259
ECM 0009 0009 0022 0019 ECM 0046 0042 0088  0.076
CR 0730 0706 0956  0.996 CR 0.036 0040  1.000  0.822
o1 B —0.047 -0.052  0.097 -0.052 on B ~0.067 -0.069 0.098  0.176
ECM 0015 0015 0038  0.023 ECM 0010 0010 0024  0.040
CR 0674 0676 0910  1.000 CR 0402 0410  0.868  0.948
B 0.690  0.685 0.885 0937 B> 0.654 0652 0924  0.990
ECM  0.114  0.116 0045  0.032 ECM  0.26 0.28 0022 0014
CR 0172 0.178 0994  1.000 CR 0.000 0002 0990  0.998

En la Figura 1, se muestran las probabilidades de
cobertura (CR) de los métodos estudiados para cada
uno de los escenarios (cada fila corresponde a una
combinacién de pardmetros distinta).

En la Figura 2, se muestran los errores cuadraticos
medios (ECM) de los métodos estudiados para cada
uno de los escenarios (cada fila corresponde a una
combinacién de pardmetros distinta).

4.2 Analisis de los resultados de simulacion

De acuerdo a los resultados obtenidos en el
estudio de simulacién se puede observar que las
estimaciones resultantes del algoritmo ICM vy del
enfoque Bayesiano presentan en la mayoria de las
configuraciones de los pardmetros del modelo de
Cox mejores probabilidades de cobertura que los
métodos de imputacion PMDA y ANDA. En relacién
al error cuadratico medio, se puede apreciar que
en algunas configuraciones de los pardmetros los

métodos de estimacion basados en imputacién a
través de los algoritmos PMDA y ANDA presentan
valores mas bajos que los otros dos métodos.

Al aumentar el tamafo de la muestra los métodos
de estimacién bajo estudio tienden a disminuir
el error cuadritico medio en la mayoria de los
escenarios de parametros considerados. Con
respecto a la probabilidad de cobertura, se observa
que al aumentar el tamafio de la muestra el método
basado en un enfoque Bayesiano produce valores
altos en la mayoria de las configuraciones, seguido
del método de estimacién basado en el algoritmo
ICM (especialmente para muestras mayores a 50),
mientras que los métodos de imputacion PMDA
y ANDA producen probabilidades de cobertura
considerablemente bajas.
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Para los métodos de imputacion PMDA y ANDA
se observa que la estimacion de la variable continua
presenta valores de probabilidad de cobertura mas
altos y errores cuadriticos medios mds bajos que
en la variable discreta. En el método basado en
un enfoque Bayesiano no se aprecian diferencias
apreciables entre las probabilidades de cobertura
ni entre los errores cuadriticos medios obtenidos
con los dos tipos de variables. En el método
basado en el algoritmo ICM los valores mds altos de
probabilidad de cobertura y los valores mds bajos de
error cuadratico medio se presentan en la variable
continua.

No se observan diferencias en los esquemas
de imputacion mdltiple PMDA y ANDA, pues
sus resultados son muy similares en todas las
configuraciones de los pardmetros.

Los métodos de imputacion PMDA y ANDA
presentan los mayores tiempos de simulacién (1 a 3
dias), seguido del método basado en un enfoque
Bayesiano (30 a 40 minutos), mientras que los
menores tiempos de simulacion fueron obtenidos
por el método de estimacién basado en el algoritmo
ICM (3 a 4 minutos).

5 Aplicacion a una base de datos real

Se aplican los métodos de estimacién del algoritmo
ICM vy el enfoque Bayesiano para un modelo
de riesgos proporcionales de Cox a una base de
datos real con censura a intervalo y se analiza el

desempeifio de las estimaciones de los parametros.

Estos dos métodos fueron seleccionados, ya que
mostraron un mejor desempefio en el estudio de
simulacion presentado en la Seccidn 4.
Datos de mastitis en ganado lechero.

La mastitis en el ganado lechero es la inflamacién
de la ubre y la mas importante enfermedad en el
sector lechero del mundo occidental. La mastitis
reduce la produccién y la calidad de la leche. En
[24] se llevo a cabo un estudio de mastitis donde se
incluyeron 100 vacas desde el momento del parto
(se asume que estdn libres de la infeccién). Fueron
examinadas mensualmente a nivel de cuarto de ubre
para detectar infecciones bacterianas. Dado que los
cuartos de ubre estdn separados, un cuarto puede

estar infectado mientras que el resto de los cuartos
permanecen libres de infeccion. Las vacas fueron
examinadas hasta el final del periodo de lactancia
que dura aproximadamente entre 300 a 350 dias.
Algunas vacas se perdieron el seguimiento debido
por ejemplo, al sacrificio. Debido al seguimiento
mensual aproximado (excepto en julio/agosto en el
cual sélo se planed una visita por falta de personal),
y a que en estas condiciones, es imposible observar
exactamente los tiempos en los que ocurren los
eventos de interés (infeccién de mastitis), los datos
son censurados a intervalo. Los datos con censura a
la derecha se presentan cuando no ocurre la infeccion
antes del final del periodo de lactancia o por el
tiempo perdido en el seguimiento. En este caso se
tiene un porcentaje de datos con censura a derecha
del 20.7%. Se registraron dos variables explicatorias,
la primera (x;) es la posicién del cuarto de ubre
(delantera o trasera) y la segunda (x;) es el niimero de
partos, con los siguientes niveles: (1) un parto, (2-4)
2 a4 partos y (>4) més de 4 partos. Ambas variables
han sido sugeridas en la literatura que impactan la
incidencia de la mastitis [25, 26].

En la Tabla 4 se muestran los resultados obtenidos
aplicando el método de estimacion basado en un
enfoque Bayesiano para los datos de mastitis.

Tabla 4. Pardmetros estimados 3 y sus respectivos

-~

intervalos de credibilidad (ICr) del 95% para exp(f3)
de la base de datos sobre mastitis en ganado lechero
aplicando el enfoque Bayesiano.

Variable B exp(B) ICrparaexp(B)
xp :trasera  0.11 1.12 (0.89, 1.37)
Xy 1 2-4 007  1.07 (0.84, 1.37)
xy:>4 0.95 2.58 (1.82,3.56)

De acuerdo a los resultados se tiene lo siguiente:

* El riesgo de que una vaca contraiga mastitis es
1.12 veces mas alto si la posicién de la ubre es
trasera en relacion a si la posicion de la ubre es
delantera (nivel de referencia).

* Elriesgo de que una vaca que ha tenido entre
2-4 partos contraiga mastitis es 1.07 veces
mayor que si la vaca ha tenido 1 parto (nivel de
referencia).
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* El riesgo de que una vaca que ha tenido mas
de 4 partos contraiga mastitis es 2.58 veces
mayor que si la vaca ha tenido 1 parto (nivel de
referencia).

La Tabla 5 presenta los resultados obtenidos
aplicando el algoritmo ICM para los datos de
mastitis.

Tabla 5. Parametros estimados B y sus respectivos

~

intervalos de confianza (IC) aprox. del 95% para exp(f3)
de la base de datos sobre mastitis en ganado lechero
aplicando el algoritmo ICM.

Variable B exp(B) IC aprox. para exp(f)
xp :trasera  0.12 1.13 (091, 1.43)
xp:2-4 0.08 1.08 (0.85, 1.42)
xp:>4 092 250 (1.88,3.61)

De acuerdo a los resultados se tiene lo siguiente:

* Elriesgo de que una vaca contraiga mastitis es
1.13 veces mds alto si la posicion de la ubre es
trasera en relacion a si la posicion de la ubre es
delantera (nivel de referencia).

* El riesgo de que una vaca que ha tenido entre
2-4 partos contraiga mastitis es 1.08 veces
mayor que si la vaca ha tenido 1 parto (nivel de
referencia).

* El riesgo de que una vaca que ha tenido més
de 4 partos contraiga mastitis es 2.5 veces
mayor que si la vaca ha tenido 1 parto (nivel de
referencia).

A pesar de que el algoritmo ICM no suministra
informacién necesaria para calcular intervalos de
confianza para los pardmetros de regresion se
construyeron intervalos de confianza aproximados
del 95% basados en remuestreo.
remuestras usado fue R = 10000.

El nimero de

6 Conclusiones

* En términos generales el algoritmo ICM vy
el enfoque Bayesiano presentan valores de
probabilidad de cobertura mds altos y errores
cuadréticos medios mds bajos que los obtenidos

de los métodos de imputacion PMDA y ANDA.

* Los métodos de imputacion mdltiple requieren
aumentar las bases de datos para mejorar la
probabilidad de cobertura pero para esto se
necesitan tiempos de simulacién demasiado
grandes.

* A medida que aumenta el tamafio de la muestra
todos los métodos estudiados basados o no
en imputacion, tienden a mejorar tanto las
probabilidades de cobertura como los errores
cuadraticos medios.

* Los métodos de imputacién multiple PMDA y
ANDA no presentan diferencias considerables
en sus resultados de desempeifio.

¢ En todos los métodos estudiados, se observa
un mejor desempefio en la estimacién del
pardmetro asociado a la variable continua,
comparado con la estimacién del pardmetro
asociado a la variable discreta.

* En la aplicacién a una base de datos real
se puede observar que los valores de los
parametros obtenidos son muy similares tanto
en el algoritmo ICM como del enfoque
Bayesiano, lo cual es un resultado esperado,
ya que en el estudio de simulacién estos
métodos presentaron resultados y desempeiios
muy parecidos.
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