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Bifurcaciones horquilla y Hopf en un sistema de Lorenz extendido

Pitchfork and Hopf Bifurcations in an Extended Lorenz System
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Resumen

Se presenta una clasificacion analitica en un espacio tridimensional de pardmetros para describir la dindmica para un sistema de
Lorenz extendido del tipo Li-Ou, se dan condiciones para encontrar bifurcaciones de Hopf supercriticas y degeneradas y, una
bifurcacién horquilla. Finalmente, los resultados tedricos son comparados con simulaciones numéricas y diagramas de bifurcacién.
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Abstract

An analytical classification in a three-dimensional parameter space is presented to describe the dynamics for an extended Lorenz
system of the Li-Ou type, conditions are given to find supercritical and degenerate Hopf bifurcations and a pitchfork bifurcation.
Finally, the theoretical results are compared with numerical simulations and bifurcation diagrams.
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1 Introduccion

Las ecuaciones de Lorenz con algunas variaciones
pueden ser aplicadas para analizar algunos fenéme-
nos de la naturaleza. Por ejemplo, algunos modelos
sobre climatologia [3, 4], teoria semicldsica de am-
plificacion y emisién de laser aplicando el modelo
Lorenz-Haken [5, 7, 8, 9], generadores eléctricos
[10], senales electrocardiogréficas [11], entre otros.
Dada su importancia, se resalta el interés en la iden-
tificacion y caracterizacion de atractores de familias
tipo Lorenz [12] o andlisis sobre la dindmica de sis-
temas tipo Lorenz [1]. En [17] se analiza la bifurca-
cién de Hopf del sistema introducido por Xianyi Li y
Qianjun Ou [18], donde se muestran condiciones de
una region de pardmetros del sistema donde la bifur-
cacién de Hopf es no degenerada y supercritica para
el caso en que a = b. En este articulo, mostraremos
una clasificacién analitica de la dindmica del sistema
en el espacio tridimencional de pardmetros abd don-
de se encuentran bifurcaciones de Hopf supercriticas,
Hopf degeneradas y una bifurcacién horquilla. Por
lo tanto, la estructura del articulo se conforma en dos
teoremas, uno para demostrar la bifurcacién horqui-
lla, y el segundo para demostrar la bifurcacién de
Hopf en el cual se emplea el teorema de la variedad
central para obtener una expresion en términos de los
pardmetros a y b y de esta forma calcular el primer
coeficiente de Lyapunov con el fin de caracterizar la
estabilidad de los ciclos limites. Finalmente, los re-
sultados tedricos son comparados con simulaciones
numéricas y con diagramas de bifurcaciones. Algu-
nos modelos presentados en [3, 4, 11, 5] se pueden
representar por la familia tipo Lorenz de la ecuacién
(1) para ciertos valores de los pardmetros.

2 Materiales y métodos

Se pueden enlistar los diferentes materiales usados
en el proyecto y los métodos con los cuales se desa-
rroll6. Si no aplica, se puede omitir esta seccidn.

3 Sistema Li-Ou y puntos de equilibrio

Considerando el sistema dindmico auténomo conti-
nuo de (2) formulado en [18] y que puede ser repre-
sentado por el campo vectorial dado en (1), donde
X = (x,y,z) € R? es el vector de variables de estado

yp = (a,b,g,d) €[0,0)*x (0,00) x R = Qel vector
de pardmetros.

F: RxQxR — R3
_ v _ dx
(t,p,X) — F(t,p,X)=X=%
(D
x=a(y—x)
y=dy—xz (2)
z=gxy—bz

El sistema (2) tiene solucién tnica ya que el cam-
po vectorial F es continuo, pues las derivadas par-
ciales existen y son continuas en Q x R?, la matriz
jacobiana del campo F' estd dada por la ecuacion (3)

—a a 0
DF=| —z d —x |. 3)
gy g —b

Dependiendo del valor del pardmetro d € R se
ve afectado el comportamiento del sistema de Li-
Ou. Por ejemplo, para d < 0, el sistema (2) tendra
s6lo el punto Py = (0,0,0) como equilibrio. Ahora
si d > 0, tendrd tres puntos de equilibrio, el punto
Py y los puntos P> dados en la ecuacion (4) para
(a,b,g,d) € [0,0)% x (0,00)2.

bd bd
Pio= %4/ — %/ —.d “)
' 8 8

3.1 Invarianza del comportamiento cualitativo
del sistema mediante la variacion del para-
metro g >0

Al introducir la transformacién (x,y,z) —
X Y . .

(ﬁ’ﬁ’z)’ el sistema (2) es topolégicamente

equivalente a un sistema que no depende del

pardmetro g:

X=a(Y-2)
Y =dY —-XZ 5)
7Z=XY -bZ,

por este motivo, en las pruebas numéricas de la
seccion 5.1 se toma g = 1.
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3.2 Anailisis de estabilidad en el punto de
equilibrio Py

3.2.1 Casoab=0

Sia =0, el sistema de la ecuacion (2) obliga a que
X = xo sea constante. Luego la estabilidad del siste-
ma se discute a traves del sistema lineal planar dado
en la ecuacion (6), el cual tendd un subespacio de
equilibrio si bd — gx(% = 0. En caso contrario, se ob-
tiene el punto de equilibrio (xp,0,0) que serd estable
si d <0 e inestable para d > 0.

y=dy—x0z

6
Z=gxoy—bz ©)

Si b =0, el sistema de la ecuacion (2) queda como
se muestra en la ecuacién (7) y admite un subespacio
de equilibrios (0,0,z) que coexiste con el punto de
equilibrio Fy.

x=a(y—x)
y=dy—xz @)
7= gxy

3.3 Bifurcacion Tridente u Horquilla en el
origen

Sea (a,b,g,d) € (0,)* x R. Dependiendo de la va-
riacién del parametro d € R, se ve afectado el com-
portamiento del sistema, ya que para d < 0, se tendrd
s6lo el punto de equilibrio estable Py, ya que al eva-
luar en la matriz jacobiana de la ecuacién (3) en el
punto Py se obtiene una matriz tridngular superior
DF (Py), con valores propios {—a,d,—b} lo que ga-
rantiza que el punto de equilibrio es estable para
d < 0 e inestable si d > 0, caso en el cual coexiste
con los puntos de equilibrio P >. Es de notar que
cuando d = 0, los puntos de equilibrio P 5 y Fy co-
lisionan ocasionando cambio de estabilidad en el
punto Py, generando una bifurcacién horquilla. La
demostracion de esta bifurcacién se realizard de for-
ma anéloga como se hizo en [6].

Teorema 1. Sean (a,b,g) € (0,%)3 fijo, d € R, Ry
el origen de coordenadas, d* =0y el sistema X =
F(X,d) conformado por las ecuaciones (1) y (2).
Entonces el sistema experimenta una bifurcacion
horquilla en el punto Py cuando el pardmetro d varia
a través del valor de bifurcacion d*. Ademads, si
d = d*, existe una cuenca de atraccion para el punto
Po.

Demostracion. Es evidente que para d = d* =
0, se tiene que F(Py,d*) = 0, o(DF(R)) =
{A1 =0,A3 # 0}. Ademds, para 0 € o(DF (P)) se
obtienen los vectores propios a derecha v e izquier-
da wo dados en la ecuacion (8).

1
vo=| 1 wo=| 1 (®)
0
Luego,
0
woFa(Po,d)=(0 1 0) [ =0
Py,d*
©)
y
0 0 -1
(WgDzF(PO,d*)) (Vo,VQ) = Vg 0 0 0 Vo
-1 0 0
=0
(10)
Ademas,
. 00 0Y\)\
v (wh Fxa(Po,d*))” =vi [wg | 0 1 0
0 0 0
0
=g(1 1 0)]| 1
0
=1#0.

(11)

El teorema de Sotomayor [15] da condiciones su-
ficientes mds no necesarias para garantizar la bifur-
cacion tridente u horquilla en este caso, ya que no se
puede garantizar que (w} D3F (Py,d*)) (vo,vo,vo) #
0. Esto se debe a que

03x3
0o 0 -1
0 0 0
D’°F(Pyd)=| -1 0 0 (12)
0 g 0
g 0 0
0 0 0
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no depende del pardmetro d y asi D’°F = (0)33,3 y
por tanto (wl D*F (Py,d*)) (vo,vo,v0) = 0.

Ahora, parad # —a 'y d # —b, la matriz DF (R)
tiene como vectores propios v; = (a;a+d;0), vy =
(1;0;0) y v3 = (0;0; 1) asociados respectivamente a
los valores propios A =d, A = —ay A = —b. De
esta forma, para el caso en que d = 0, una base para
el espacio vectorial tangente a la variedad estable
esta dado en la ecuacidn (13)

1 0
ESZ{Vz,V3}= 0 s 0 (13)
0 1

y el espacio vectorial tangente a la variedad central
viene dado por la ecuacion (14)

1
E‘={v}= 1
0

(14)

de donde DF (Py) puede ser representada por la ecua-
cién (15)

—a a O
DF(P)=[ 0 0 o0 |=pPDP! (15
0 0 —b
1 1 0 0 0 0
P=|1 0 0 |,D=| 0 —a 0 |y
0 0 1 0 0 —b
0 1 0
Pl=|1 -1 0
0 0 1

Al introducir el cambio de variable X = PW para
rotar los espacios E° y E¢ tenemos la ecuacién (16)

X
X=\|y |=pPw
<
1 1 0 wi w1+ Wwa
= 1 0 0 wo = w1
0 0 1 w3 w3
(16)

De esta forma, W = P~!'X y al derivar respecto
del tiempo, y al reemplazar las ecuaciones dadas en

(2) se tiene el siguiente sistema de la ecuacién (17)

wi
W= Wy =plx

w3

0O 1 O b y
=1 -1 0 y | = -y

0 0 1 Z Z

—XZ

=| aly—x)+xz

gxy — bz

(17)

Al reemplazar las variables del vector X en tér-
minos de W de la ecuacién (16) en (17), tenemos el
sistema de la ecuacién (18).

Wi = —xy = 0wy — (w1 +w2)ws3
wy =a(y—x)+xz=—awy+ (W) +wa)ws
ws = gxy —bz = —bw3 +g(w1 +w2)ws.

(13)
De esta forma, al definir
fwi,wa,w3) = —(wi +w2)ws,
—f(wi, w2, w3) >
G(wi,wr,w3) = )
( ! 2 ’;) < _gf(WI,WQ,W3)
wo =hy(w1) = ayw? +aawi +- -
W3:h2(wl)=b1W%+b2W?+“'
—a 0
A=0, B=
(5 5)
(19)

y al reemplazar las expresiones de (19) en la ecua-
cién homoldgica (20) y al simplificar y considerar
sélo los términos de orden 3, se obtiene el sistema
de la ecuacion (21).

Dh(w1) [Awy + f (w1, (w1), ha(w))]

(20)
—Bh(W1> — G(W],h] (W]),/’lz(W])) =0

aa\wi +aaywi +biwi +0 (lwi[*) '\ _ (0
bbyw} +bbywi +gbiwi +0 (jw[*) )\ 0 )"
21

Al resolver el sistema (21), se obtiene como solu-
cion a; =b/(ag), ay =0, b; =1y by = 0. De esta
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forma, se procede a definir la variedad central por la
ecuacion (42).

wy=hi(w) = ?};W%v
Wi
Wie(0) = wa |t ws=ha(w)) =w}
w3

wi| < &
(22)

que verifica para 8 >0 que /#;(0) =h2(0) =0y
Dh;(0) = Dhy(0) = 0 y el comportamiento de las
soluciones sobre WS (0) del sistema de las ecua-
ciones relacionadas en (18) estd determinado por la
solucion de la ecuacién diferencial sobre E€:

O(wi) =wi = —(wi +w2)ws

b
=— (W] + w%) w?
ag

4
_— (ag+bwy)
ag

(23)

y cuyo comportamiento se ve reflejado en la Figura
1, la cual representa que dada una condicidn inicial
wi > 0, la solucién de la ecuacion converge a P,
pero si w; < 0, la solucién converge a —(ag)/b 'y
cuya dindmica respecto de las variables de estado se
concluye de la ecuacién (24).

—ay —4ag —3ag
y P 50 50 < P
_\ w

b-|
3

4
Figura 1. w; = _% (ag+bwy).
b
w1 +wy 1+ @Wl

y = w1 =W 1

z w3 w?
(24)
|

4 Analisis de estabilidad para el punto P,

La matriz Jacobiana en el punto de equilibrio P; =

<« /%, \ /%,d) viene dada por la ecuacién (25) y

el respectivo polinomio caracteristico en la ecuacidn
(26).

—a a 0
DF(P) = —d d —/%

g
Vvbdg /bdg —b

(25)

p(A) =A3+(a+b—d)A* +abA +2abd. (26)

Al tener en cuenta los coeficientes del polinomio y al
aplicar el teorema de Routh-Hurwitz [16], se obtiene
la relacién dada en (27), que indica los valores de
los pardmetros para los cuales el punto de equilibrio
P, sera inestable.

_ab(a+b—3d)

¢ at+b—d

<0 27)

De esta forma, la clasificacidn de la estabilidad del
punto de equilibrio P; se establece como:

1. Estable: {(a,b,d) :d < %}

2. Inestable: {(a,b,d):d > 2}

5 Bifurcacion de Hopf en el sistema Li-Ou

Teorema 2. Sean (a,b,g,d) € (0,00)* El sistema
X = F(X,d) conformado por las ecuaciones (1) y
(2) admite una configuracion de pardmetros inva-
riante para g, donde se garantiza la existencia de
la bifurcacion de Hopf supercritica en el punto de

equilibrio P = <\/b(‘§zd),\/ h(‘gd),“gb) cuando

* __ atb
d* = 2.

Demostracion. Suponemos que A} = —A, = i@y es
un cero del polinomio caracteristico de la ecuacién
(26) con @y > 0. Al reemplazar A = i@y en (26) y al
igualar las partes complejas tenemos:

®> = ab (28)
y al igualar las partes reales tenemos:
(a+b—d)o* =2abd (29)
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Dado que a > 0, b > 0y d > 0 se debe tener que
0 <d < a+b. por tanto, la superficie paramétrica
donde se puede alcanzar la bifurcacion de Hopf se
obtiene al reemplazar la ecuacién (28) en (29), ob-
teniendo el parametro de bifurcacién dado por la

ecuacién (30).
_a+b

d*
3

(30)

El Punto de equilibrio para el valor d = d* viene

dado por P} = <\ / b(‘gb) A/ b(‘?g'b) , “ng) y los va-

lores propios de la matriz jacobiana en el punto Py
son:

M = iy = abi
Ay = —iwy = —\/ abi (31)
A,’; — _2(a+b)

3
Al emplear el teorema de la funcién implicita en

(26) tenemos que R(A) es una funcidn creciente

para cierta vecindad de d* = %b, cumpliendo asi la

condicién de transversalidad de la ecuacién (32).

o [ 9% :m<27ab+18@(a+b)i>
ad | a=4 18ab+8(a+b)?
A = abi
B 27ab
= Sab+8(atp)? "

(32)

Transladando el punto P} al origen mediante la
transformacién X = P;" 4V, se obtiene la ecuacion
(33) y haciendo A = DF (P}") que se obtiene al sus-
tituir P en la ecuacidn (25), se obtiene la ecuacion
(34), que permite descomponer X = F(X) como la
suma de la parte lineal A(X — P;’) con la parte no
lineal Ny = F(X) —A(X — P)).

/b +b

=L +ys.

(33)

X
y
Z
Dado que X = P +Y, se obtiene la ecuacién (34).

En donde N, representa la parte no lineal y viene
dada por la ecuacién (35).

X=F(X)=F(P+Y) =AY +N, =Y. (34)
0
Ny=F(P+Y)-AY = | —yiy3 (35)
8y1y2

Al solucionar el sistema Ag = (v/ab)ig, se obtiene
el vector propio complejo g de la ecuacién (36).

q=qr+iqi
3ar/3b(ath) (2a—b)~/3a(a+b)
V8(4a%+5ab+1?) \/8(4a>+5ab+b?)
= 3b(atb) +i 21/3a(atb)
V/8(4a+b) /g (4a+b)
1 0
(36)

y dado que A3 de la ecuacién (31) es un valor propio
2(a+Db) .
—=5—V, se obtie-

ne el vector propio real v asociado a A3 dado en la
ecuacioén (37).

de A, al resolver el sistema Av =

V3a
24/bg(a+b)
y= _ 2b—a . 37)
24/3bg(a+b)

1

Ahora, considerando la matriz de cambio de base
de la ecuacion (38), se transforma el sistema (34) en
(39).

P:[qi qr v] (38)

Y =PJIP'Y +N,. (39)

Donde J es la matriz de Jordan real dada por:

0 —vab 0

J=| Vab 0 0 . (40)
0 0 _2(u;—b)

Haciendo el cambio de variable Y = PZ, con
Z = [z1 2o #]T y al sustituir en la ecuacién (35), ob-
tenemos que el sistema (39) se puede escribir como
en la ecuacion (41).

Z=JZ+P 'Ny=JZ+N,. 41)
Como consecuencia de la variedad central, exis-
te 6 > 0y una funcién H en una vecindad del origen

B;(0), que define la variedad central local de la ecua-
cién (42),

W0) ={(z1,22,1) -t = H(21,22), [[ (21, 22) || < 8}
(42)
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De esta manera, se propone H como en la ecuacion
(43):

w=H(z1,22) = a12 + 22122 + a323, (43)

donde los coeficientes a; para i = 1,2,3 se pueden
determinar bajo el siguiente procedimiento:

I al derivar u de (43), se obtiene:
A T

donde 7] y Z> estan definidas por (41) y en las
cuales se debe sustituir i por H dado en (43).

(44)

II Debido a que la tercera componente de Z es [1,
se reemplaza en esta componente [t por H.

III Igualando polinémicamente (I) con (II) y des-
preciando los términos de orden superior, en
este caso, los que satisfacen z} zé tales que
i+ j > 3, se obtiene un sistema de ecuaciones
lineales cuyas variables son los a; que depen-
den de los pardmetros a y b. Es decir, s6lo se
tendrd en cuenta para la igualdad, los coeficien-
tes independientes y los que acompafian a las
variables de la forma z1,22,2} y 23.

Al realizar el procedimiento antes mencionado,
los valores de los coeficientes a; vienen dados en la
ecuacion (45),

20 (20—p)3
_ 8la*b(2a—D) N

A = T30atb)
ay — _9\/a77(2a—b)(8a3a;6;);2b—45ab2—4b3)lP
o 27ab(32a4+38a3b7132a2b2761ab374b4)IP
as = — 2(a+b) :
(45)
Donde W estd definida por:
1
Y= (46)

(4a+b)3(a+4b)(a®+11ab+b2)

De esta forma, el Flujo en la variedad central
viene definido por el sistema planar de la ecuacién
“7):

71 = —Vabz +Ni(z1,22),

47
7y = Vabz; +N>(z1,22) 47

y las partes no lineales N; vienen dadas por:
Ny = —6a(8z2(a+b)* +971Vab?)Q, 48)

Ny, = 3\/&(91 +6,)Q.

Donde

0, = 2z, (4Va’ — 2¢/ab* + 11V adb),
6, = (20a°*Vb—4VDS +7aVD3) 'y

o 22a=b) +3z2V/ab
~ (a+4b)(4a+b)3

(49)

El primer coeficiente de Lyapunov dado en la ecua-
cién (50) se calcula como en [19].

243a’b(a — 5b)(2a — b)
8(4a+b)3(a+b)(a>+11ab+b?)’

L= (50)

Por la relacion dada en (32),

dA < 2 .
R (ﬁﬂd: w2b 3 abi > 0 y la relacién obteni-

da en (50) se puede clasificar la bifurcacién de Hopf
en funcidén de los pardmetros del espacio abd como
sigue:
1. £y ={(a,b,d): 5 <a<5b,b>0,d=L},
bifurcacién de Hopf supercritica con L; < 0, se
generan ciclos limites estables.

2. X, ={(5b,b,2b) : b > 0}U{(a,2a,a) : a > 0},
bifurcacién de Hopf degenerada con L; = 0.

3. 53={(a,b,d):d =42, a<5va>5b},No
se generan ciclos limites.

5.1 Prueba numérica de la Bifurcacion de Hopf
supercritica

En el Teorema 2 se demostrd la existencia de la
bifurcacién de Hopf, la cual es invariante respec-
to al parametro g. Para mostrar la existencia de
un ciclo limite estable bajo la variacién del pa-
rametro d € [d* —¢&,d*+2¢€]| con € = 0,1. Sean
g=1, (a,b,d*) = (5,6,11/3) € £;. La condicién
de transversalidad dada en la ecuacién (32) con
® (%)

9d ) | g=asb ) /abi
gura 3, la cual muestra la variacién de la parte real

de los valores propios 41, a medida que P; varia
mediante lo hace d, donde la linea punteada de color

= 0,537, se verifica en la Fi-

Revista Ciencia en Desarrollo, Vol. 14 No. 2, julio-diciembre de 2022 97



H. A. Granada et al.

Figura 2. Clasificacién de la dindmica segun el primer
coeficiente de Lyapunov y la estabilidad del punto P;".

azul representa que R (A; ) = 0 cuando d = d*, para
este valor del pardmetro, la Figura 4 muestra que se
obtienen dos valores puros conjugados.

La estabilidad del punto P; mediante la variacion
del parametro d se determina con la clasificacion
presentada en la seccién 4 y es representada por la
Figura 5, donde muestra que el punto P; de color
negro es estable cuando d < d* y para d > d* el
punto de equilibrio representado de color azul es
inestable. Esto sucede cuando la terna (a,b,d*) € ¥;
correspondiente a la regién azul de la Figura 2.

0.5
0.4
03[

021

0.1
0 /

-0.1F

R

-0.2

-0.3

041

3.5 3.55 3.6 3.65 3.7 3.75 3.8 3.85
d

Figura 3. Condicién de transversalidad.

Las orbitas de la Figura 5 fueron obtenidas por el
método de Runge kuta de orden 4 con paso constante
At = 0,05 y cuya condicidn inicial y tiempo de inte-
gracioén se especifica en cada caso. El plano gris de

AL

3(N)

Figura 4. Variacion de la parte compleja de los valores
propios A 5.

ecuacion d = d* — /2 contiene la érbita que conver-
ge al punto de equilibrio Py, la cual se obtuvo dado el
punto inicial de color azul xy = (6,556, 6,821,6,289)
y al integrar para 7 € [0,2000]. El plano azul de ecua-
cién d = d* muestra que a partir de este valor se ori-
ginan los ciclos limites estables. Para ver dicho com-
portamiento, consideramos el plano d = 3,755 > d*,
el punto inicial como el punto de equilibrio P; re-
dondeado a tres cifras decimales y al integrar para
t € [0,1000], se observa que la érbita se aleja del
punto de equilibrio acercandose al ciclo limite repre-
sentado de color rojo sobre el mismo plano, el dltimo
valor de la integracién es tomado como condicién
inicial y se integra para t € [0,5000] para generar
la 6rbita de periodo T = 1,5155 de color roja. Para
comprobar la convergencia al ciclo limite, dada la
condicion inicial xo = (5,942, 8,144,4,810) sobre el
mismo plano d = 3,755, se integra para ¢ € [0,2000)
donde se muestra que la 6rbita converge al ciclo
limite.

La Figura 6 muestra la dindmica sobre la variedad
central cuando d = d*, cuyas ecuaciones se rela-
cionan en (47) y el ciclo limite de color rojo tiene
periédo T = % ~ 1,147. El primer coeficiente de
Lyapunov L; = —0,0054 se calcula con la ecuacién
(50) y de esta manera se justifica que el ciclo limite
es estable y por tanto, se tiene la bifurcacién de Hopf
supercritica.
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Figura 6. Dinamica sobre la variedad central con
(a,b) = (5,6) € X1.

5.2 Diagramas de bifurcaciones

Sean Q; = (5,6,0), 0, = (5,3,12), O3 = (5,0,4)
y Q4 = (5,12,4) y los segmentos & (d) := 010>
para d € [0,12], que intersecta a X; en el pun-
to (5,6,11/3) y, el segmento §(b) := 0304 con
b € [0,12] que intersecta a X; en el punto (5,7,4),
como se puede apreciar en la Figura 2. De esta forma,
para cada variacién de los pardmetros (a,b,d) € §;
se analizard el comportamiento del sistema en un
entorno del punto de equilibrio P; bajo un diagrama
de bifurcaciones, que se obtiene bajo el siguiente
procedimiento:

1. Vector de pardmetros: Se generan 3000 valores
de los parametros (a,b,d) mediante la parame-
trizacion de ;.

2. Condicién inicial: Para cada valor de los pa-
rametros definidos por {;, se calcula el punto

de equilibrio P; y se redondea con tres cifras
décimales.

3. Integrador: Se integra el sistema con un Run-
gekuta de Orden 4 con la condicién inicial del
paso (2) e incremento Ar = 0,005 para un inter-
valo de tiempo de [0,5000].

4. Punto de equilibrio P;: si el punto es inestable
se representa de color azul y de color negro si
es estable.

5. Estado estacionario: Se toman los dltimos 500
puntos de la evolucién de la trayectoria asu-
miendo que ha alcanzado el estado estacionario
y son intersectados con la seccién de Poincaré
[15] definida por los maximos locales de cada
variable de estado.

6. Diagrama: Se grafican los pardmetros respecto
a los puntos sobre la seccién de Poincaré.

La Figura 7 muestra el diagrama de bifurcaciones
bajo la variacion de d, donde indica que apartir del
valor de d = d* se originan ciclos limites estables
hasta un valor cercano a d = 4, que es donde las
Orbitas empiezan a presentar mayor como se muestra
en el zoom de la figura.

250 -

150

100 -

50

Figura 7. Q,0>.

La Figura 8 muestra el diagrama de bifurcaciones
bajo la variacién de b € [0,0,67), donde se represen-
tan drbitas de periddo alto y caos. Cuando b = 0,67,
el coeficiente a, de la variedad central de la ecuacidn
(42) se anula y es representado con la linea punteada
de color verde. El primer coeficiente de Lyapunov
es positivo (L; > 0) para b € [0,1). Cuando b = 1,
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se tiene que L; =0 y para b € (1,7) se tiene que
L; < 0y el punto de equilibrio es inestable como
lo muestra el diagrama de bifurcaciones. En b =7,
el segmento ; intersecta el plano d = %h, de esta
forma para b > 7 el segmento §; esta por debajo del

plano d = %b como se muestra en la Figura 2. Es

decir, ”%b > d y el punto de equilibrio es estable

para estos valores.

Zoom

0 0.5 1

Figura 8. Q30;,.

6 Resumen

Se presenta una clasificacién analitica de la dindmica
del sistema de Li-Ou en el espacio tridimencional de
pardmetros abd donde se encuentran bifurcaciones
de Hopf supercriticas, Hopf degeneradas y una bifur-
cacion horquilla. Finalmente los resultados tedricos
son comparados con simulaciones numéricas y con
diagramas de bifurcaciones.

7 Conclusiones

Los resultados analiticos de la clasificacién de la
dindmica del sistema de Li-Ou en cuanto a la bi-
furcacion de Hopf supercritica fueron comparados
con simulaciones numéricas que permitieron obtener
ciclos limites estables.

En la seccién 4 se clasifico la estabilidad del punto
Py y el teorema 2 divide al plano d = ‘gib en tres
regiones X1, X, y X3. Por lo anterior, cuando la érbita
atraviesa el conjunto X; representado por la seccién
azul se alcanza la bifurcacion de Hopf supercritica

y de esta forma se garantiza la existencia de ciclos

limites estables para ciertos valores del pardmetro
“h <d<a+b.
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