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Una revision a las geometrias de Zariski uno—dimensionales

A review of one-dimensional Zariski geometries
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Resumen

En este articulo, realizamos una revisién de las geometrias de Zariski de dimensién uno. Comenzamos con una breve
retrospectiva de conceptos clave en teoria de modelos y su evolucidn histérica. Luego, introducimos conceptos en geometria
algebraica, explorando la interseccion con la teoria de modelos para motivar la teoria de modelos geométrica. Destacamos
la Conjetura de Tricotomia de Zilber y cémo la refutacién de Hrushovski condujo a Zilber y Hrushovski a aislar la clase de
estructuras donde la conjetura tiene validez, dando origen a las geometrias de Zariski. Concluimos presentando los resultados
obtenidos por Zilber y Hrushovski en los 90s y ofrecemos una revision bibliografica actualizada del tema.
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Abstract

In this article, we present a comprehensive review of Zariski geometries of dimension one. We begin with a brief retrospective of
key concepts in model theory and its historical evolution. Subsequently, we introduce concepts in algebraic geometry, exploring
their intersection with model theory to establish geometric model theory. We emphasize Zilber’s Trichotomy Conjecture and
how Hrushovski’s refutation led Zilber and Hrushovski to isolate the class of structures where the conjecture holds, giving
rise to Zariski geometries. We conclude by presenting the results obtained by Zilber and Hrushovski in the 90s and provide an
updated bibliographic review of the topic.
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1. Introduccion

El conjunto A} de n-tuplas ordenadas de elementos de k,
donde k es un campo algebraicamente cerrado, puede ser
dotado de una topologia donde se consideran como cerrados
los conjuntos determinados por las soluciones o ceros de
una familia de ecuaciones polinomiales con coeficientes en
k. Esta topologia es llamada topologia de Zariski de Aj.
La geometria algebraica es el drea que estudia la geometria
que generan estos conjuntos llamados conjuntos algebraicos.
En 1996 E. Hrushovski y B. Zilber en [26] desarrollan el
proceso inverso, esto es, partiendo de un espacio topoldgico
D, este y todas sus potencias, son dotadas de condiciones
que dependen de su topologia de forma que ciertas propieda-
des “geométricas” son satisfechas. A seguir, construyen un
campo algebraicamente cerrado y definen una curva suave
C de tal modo que los puntos (cerrados) de D pueden ser
identificados con los puntos (cerrados) de la curva C'y, de
forma mas general, que toda colec-cién de subconjuntos
cerrados de D coincide con la coleccién de subconjuntos
cerrados Zariski de C. En este sentido, Hrushovski y Zilber
caracterizan las es-tructuras de tales curvas en términos de
la topologia de Zariski definida sobre un campo algebraica-
mente cerrado (ver [25, 26] y [38]). Ciertamente, este tipo
de problematicas han ocupado un lugar importante en las
investigaciones en geometria algebraica, geo-metria comple-
ja, topologia, topologia algebraica, la teoria de modelos, etc.
Con ello hacemos referencia, a grandes rasgos, a responder
al tipo de estructuras de las que debemos dotar al espacio
topoldgico sub-yacente a un conjunto algebraico X para de-
terminar y “recuperar’ toda la informacién de esta como
va-riedad algebraica. Ejemplo de este tipo de problemas es
la llamada Conjetura de Grothendieck, hoy co-nocida como
el Teorema de Voedvodsky [60]. Para casos més simples y
con el uso de otras técnicas recomendamos [70, 9]. Y para
un caso especial, que generaliza a estos ultimos trabajos
referenciados, y el avance mds reciente sobre este tipo de
problemas, recomendamos el articulo de Kollar et al. [31].

A. Pillay (ver [45]) considera [26] como “uno de los (articu-
los) mas importantes en la teorfa de modelos moderna”.
Creemos que esta afirmacion se debe, entre otras cosas, a
que en [26] se afsla una amplia clase de estructuras matemati-
cas donde es vdlida la Conjetura de tricotomia de Zilber (ver
§4) la cual resulté ser falsa en general, como lo demostré
Hrushovski en [27].

Existen pocas referencias en espafiol donde se trata la impor-
tancia y el impacto de los resultados [26] y, mucho menos,
donde se presente para un publico no especializado. No des-
conocemos, por supuesto, trabajos en espaiiol en donde se
tratan estas tematicas como [59] y [47]. No obstante, es-
te articulo a diferencia de los dltimos previamente citados,
tiene por objetivo presentar el concepto de geometrias de
Zariski, en dimension uno, y los teoremas que Hrushovski y
Zilber obtuvieron para estas en la década de los 90s. Poste-
rior a ello hacemos una revisioén de los trabajos recientes en
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el drea y las nuevas lineas que han surgido. Todo esto sin asu-
mir en el lector una formacion sélida en teoria de modelos o
en geometria algebraica, por lo que incluimos dos secciones
introduciendo tales temas. Asf mismo, pretendemos que este
trabajo sea considerado como una invitacidon/introduccién
a la teoria de modelos y sus aplicaciones a la geometria
algebraica.

Ahora daremos una breve descripcion del contenido de este
articulo. En §2 haremos una breve y rapida introduccién a
la teoria de modelos y, asi mismo, en §3 para la geometria
algebraica. En principio, los temas de §§2-3 no parecen estar
ligados y mas bien podrian considerarse como transversa-
les. No obstante, tratando de hacer mas clara la relacion
entre ambas teorfas, mostraremos en §3 algunas aplicacio-
nes de la teorfa de modelos a la geometria algebraica. En
§4 presentaremos las geometrias de Zariski, ejemplos y sus
propiedades. Por supuesto, mencionamos aqui los teoremas
de clasificacién obtenidos por Hrushovski y Zilber. A modo
de conclusidn, en §4 presentamos algunas de las lineas de
investigacién recientes en torno a las geometrias Zariski.

2. Introduccion a la teoria de modelos

En esta seccién presentamos las definiciones bésicas que
serdn requeridas para el desarrollo del presente articulo. En
§ 1.1 respondemos a la pregunta ““; qué es la teoria de mode-
los?”. En § 1.2 definimos lenguaje, teoria, modelo, férmula,
etc. En § 1.3 hacemos un recuento histérico en el que men-
cionamos los resultados que allanan el camino a la teoria
de estabilidad geométrica (que tratamos en § 3) y poste-
riormente a la definicién de geometrias de Zariski. En este
apartado, también presentamos la forma mas elemental en
que la teoria de modelos se vale de la geometria algebraica
como motivacion para § 2. Naturalmente, el tratamiento de
los tépicos de esta seccion no es exhaustivo ni mucho me-
nos riguroso. Recomendamos trabajos como [37, 13] para
profundizar en teoria de modelos. En relacién a la historia
reciente de la teoria de modelos recomendamos [12].

2.1. Qué es, a grandes rasgos, la teoria de mode-
los?

La interpretacion mas aceptada de la teoria de modelos es
que es el area de las matematicas “que estudia la relacién
entre las férmulas matemaéticas y las estructuras matemati-
cas que las satisfacen o rechazan” (véase [39, p. 1]). Sin
embargo, la evolucidn de la teoria ha dado lugar a diversas
interpretaciones acordes a la tendencia de la linea de investi-
gacién del momento. Por ejemplo, en 1973 Chang & Keisler
(ver [13, p. 1]) propusieron que la teoria de modelos era
“la suma del 4lgebra universal y la 16gica matemética”. Por
supuesto, desde un punto de vista técnico de la “teoria de
modelos moderna”, esta interpretacion no es del todo pre-
cisa, aunque si lo fue en los inicios tempranos de la teoria.
En 1993, en su célebre libro Model Theory, Wilfrid Hodges
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afirm6 que la teoria de modelos es “geometria algebraica sin
campos” que, desde nuestro punto de vista, es una interpreta-
cién acorde a muchos de los temas que hoy enfrenta la teoria
de modelos. Mas aun, el tema a desarrollar en este articulo
sigue el espiritu de la afirmacién de Hodges: las geometrias
de Zariski proporcionan una forma de ver la geometria des-
de el punto de vista de la 16gica matematica sin apelar al
algebra y, ademads, la informacién algebraica se recupera a
partir de algunos datos topoldgicos.

Finalmente, una interpretacién que logra capturar el espiritu
de los problemas recientes, fue brindada por Hrushovski:
“la teoria de modelos es la geografia de las matematicas
déciles” (ver [4]) v que seria la respuesta (probable) que
darfa un tedrico de modelos. Sin entrar en los detalles de
lo que significan “matematicas déciles”, en cualquier caso,
todas las interpretaciones conocidas coinciden en que “la
teoria de modelos es, a grandes rasgos, la rama de la 16gi-
ca matematica cuyo objeto de estudio son las estructuras
matemadticas”.

2.2. Teoria de modelos elemental: Una revision
rapida

Con el prop6sito de hacer una breve revision histérica que
nos permita construir una linea de tiempo que conlleve a
la construccién del concepto de geometrias de Zariski, sera
indispensable presentar algunas definiciones rigurosas, no
obstante, desprovistas de ciertos tecnicismos. Para un trata-
miento riguroso y técnico recomendamos [37, 62] y [13].

Definicion 1.1 Un lenguaje de primer orden .Z es una co-
leccién de simbolos que contiene:

= Los simbolos l16gicos dados por V, V, =, =.

= Un conjunto infinito numerable de simbolos de varia-
bles x, y, u, z, x1, X2,....

= Tres colecciones, posiblemente vacias, de simbolos no
16gicos determinadas por: una coleccién de simbolos
de relacion n-arias R”, una coleccion de simbolos de
funcién n-drias f* y una coleccién de simbolos de
constantes

Para .Z un lenguaje de primer orden caracterizamos dos ti-
pos distintos de cadenas de simbolos. A saber, sus términos y
sus formulas. Intuitivamente, los términos son las concatena-
ciones de simbolos de un lenguaje que nombran objetos. Por
su parte, las férmulas son, intuitivamente, aquellas cadenas
de simbolos que expresan afirmaciones. A modo de ejemplo,
consideremos el lenguaje de la aritmética de primer orden
Z =+,,<,0,1, donde -,+ son simbolos de funcién de aridad
dos, 0,1 son simbolos de constantes y < es un simbolo de
relacién de aridad dos. En este caso, x+y y 141 son términos
yVx3dy (x +y=0)y Vx (x + y = 0) son férmulas. Repare
que en la primera de estas férmulas ambos simbolos de va-
riables X, y estan sujetos a un cuantificador. Contrario a lo
que vemos en la segunda de estas féormulas donde el simbolo
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de variable y es “libre”, esto es, que no esta sujeto a un
cuantificador. Estaremos interesados en aquellas férmulas
donde todas sus variables estdn cuantificadas y son llamadas
sentencias o axiomas. Intuitivamente, estas son férmulas
que expresan propiedades globales que ciertos elementos de
un conjunto pueden tener o no. Un conjunto T de sentencias
sobre un lenguaje .Z es llamado .Z-teorfa. Si el lenguaje es
entendido, omitiremos el prefijo .Z.

Interpretar un lenguaje dentro de un conjunto no vacio M
se trata de que los simbolos de relacién, funcién y constan-
tes, se interpreten como relaciones y funciones habituales
sobre el conjunto M preservando su aridad y las constantes
como elementos fijos de M. Volviendo a nuestro ejemplo y
escogiendo a M por el conjunto de los nimeros naturales,
N, el simbolo + se interpreta como la funcién de aridad 2
que corresponde a la suma de ndimeros naturales, - como el
producto de nimeros naturales, < como el orden usual y
0,1 como los elementos neutros para la suma y el producto,
respectivamente. Ahora bien, un conjunto no vacio M junto
con las interpretaciones de .Z, es llamado .Z-estructura y
si todos los axiomas de una teorfa 7" son vélidos sobre una
estructura M, diremos que M es un modelo de 7. En pocas
palabras, un modelo es un conjunto no vacio que con una
estructura especificada valida los axiomas de una teoria T.

Ejemplo 1.2 Considere el lenguaje .Z = {0}, es decir, co-
mo aquel que no contiene simbolos no 16gicos. Definimos
la teoria Inf de conjuntos infinitos sin estructura como el
conjunto (infinito) de axiomas:

ElxlEIxz(xl ixz).
Ix1 T Axz(x) £ Axp #x3 A X0 #X3).

En este sentido, la sentencia n-ésima expresa que existen n
elementos distintos y el conjunto Inf expresa que hay infini-
tos elementos. Note que un modelo de Inf es simplemente
un conjunto infinito y esta teoria no tiene modelos finitos.
En efecto, si M tiene n elementos, con n € IN, entonces la
(n+ 1)-sentencia que afirma que existen n + 1 elementos
distintos, es falsa en M.

Ejemplo 1.3 En el lenguaje .2 = {E} donde E es un simbo-
lo de relacion de aridad 2, definimos la teoria de relaciones
de equivalencia Equiv por los axiomas:

= VxE(x,x) (Reflexividad)
= VxVy(E(x,y) — E(y,x)) (Simetria)
» Vxyz((E(x,y) AE(y,z)) = E(x,z)) (Transitividad)

Una manera ficil de obtener modelos de esta teoria es consi-
derar cualquier conjunto no vacio con la relacion de igualdad.
En aras de obtener ejemplos no triviales y mds interesantes,
consideremos la siguiente construccién: sea C el conjunto de
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los nimeros complejos y A = C X - - - x C (n-veces). Dados
X,y € Ag, definimos X ~ ¥ si y s6lo si existe A € C— {0} tal
que ¥ = A - ¥. Entonces, ~ define una relacién en Ag donde
los axiomas de Equiv se verifican. Esto es, (A{,~) es un
modelo de Equiv.

2.3. Historia y un recorrido sobre resultados pio-
neros de la teoria de modelos

La teoria de modelos se establecié formalmente a mediados
del siglo XX y, nos atrevemos a afirmar, que la mayoria de
los resultados pioneros se deben a A. Robinson y A. Tarski.
Sin embargo, algunas ideas previas estaban implicitas en los
trabajos de exponentes como K. Godel, L. Loweheim y Th.
Skolem. Precisamente, Godel en [18] presenta resultados
relacionados a la existencia de modelos de teorias de primer
orden como, por ejemplo, el Teorema de compacidad. Este
teorema establece, grosso modo, que una teoria con infinitos
axiomas definida sobre un lenguaje con una cantidad con-
table de simbolos de constantes admite un modelo si y s6lo
si cada subconjunto finito de la teoria tiene un modelo. Por
otro lado, Loweheim en [36] demostrd que una teorfa de pri-
mer orden con un modelo infinito tiene un modelo contable.
Empero, en su demostracién Loweheim usé implicitamente
un resultado conocido hoy por Lema de Koning, cuya de-
mostracién solo fue publicada posteriormente por D. Koning
en [32]. Por otro lado, en [56], Skolem subsané lo hecho
por Loweheim y en [40] A. Maltsev mostré una versién
completa y mejorada de este teorema afirmando que, una
teorfa de primer orden en un lenguaje contable que tiene un
modelo infinito, tiene un modelo de cada cardinal infinito.
Este resultado hoy es conocido con el nombre de Teorema
de Loweheim-Skolem. Asimismo, Maltsev en ibidem, probd
un resultado mas general del Teorema de compacidad de
Godel a los lenguajes no contables y demostro la existencia
de “modelos no-estdndar” de la aritmética utilizando este
teorema, siendo el pionero en exhibir el poder del Teorema
de compacidad.

Sean .Z un lenguaje de primer orden y 7 una .Z-teoria.
Denotaremos por Mod(7T) la clase de todos los modelos de
T. Tedricamente, la situacion ideal es que todo modelo en
Mod(T) esté determinado (a menos de una cierta nocidén de
isomorfismo) por un tinico modelo N (véase la introduccién
de [67]). No obstante, esta situacién nunca es posible. En
efecto, por el Teorema de Loweheim-Skolem se concluye
que las teorias de primer orden no pueden controlar el car-
dinal de sus modelos infinitos. Esto es, si existe un modelo
infinito de una teoria de primer orden 7, existiran infinitos
modelos de T cuyo cardinal x es cualquier cardinal infinito.
Denotaremos ahora por Modx (T') la clase de modelos de T
de cardinal fijo k. ;Estd Modx (T) determinada (a menos de
isomorfismo) por un tinico modelo de 7? La respuesta es de
nuevo negativa. Por ejemplo, se pueden construir modelos
contables de la aritmética de primer orden no isomorfos a
los numeros naturales, los llamados “modelos no-estandar”.
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Esto nos lleva a considerar la siguiente situacion: llamare-
mos a T Kk-categdrica si todos los modelos de T con cardinal
K son isomorfos. R. Vaught demostr6 en [58], y también de
forma independiente J. Los en [35], que si T es K categérica
y no tiene modelos finitos, entonces Tes completa, esto es,
dada una sentencia ¢ del lenguaje de 7, o bien ¢ o bien
- es teorema de T. M. Morley demostré6 en [42], que si T
es una teoria de primer orden sobre un lenguaje contable
(i.e., el lenguaje contables simbolos de constantes) y es k-
categoérica en algin cardinal infinito y no contable k, lo es
en cada cardinal no contable. Este resultado es conocido hoy
como Teorema de Morley y habia sido previamente conje-
turada por Los, convirtiendo el Teorema de Morley en una
respuesta positiva a la Conjetura de Los.

Valga mencionar para cerrar la discusion anterior, que el Teo-
rema de Morley fue generalizado por S. Shelah en [54] para
lenguajes no contables. En resumen, el Teorema de Morley
garantiza que si una teoria es categdrica en algin cardinal
no contable, serd categérica en todos los cardinales no con-
tables. Encontramos asi que las teorias de primer orden que
son categéricas en cardinales no contables tienen modelos
“bien comportados”, lo que intuitivamente supondria tener
cierto criterio de estabilidad para la teoria en cuestion.

2.4. Eliminacion de cuantificadores

Considere ¢ (&,X) una .£-férmula cuyas variables no cuanti-
ficadas estdn en X = (x;,...,x;,) y cuyas constantes estdn en
d = (aj,...,aj,). Consideremos phi(d,M) el conjunto de
soluciones de ¢ (d,X) en un modelo M. Los conjuntos de esta
forma se 1llaman g-definibles. A modo de ejemplo, considere
¢ (@, %) por la formula Jx; Ty I3 3ny (y = xF + 23 + 43 +x3),
entonces el conjunto ¢ (d,Z) coincide con Zx, el conjunto
de los enteros no negativos. En efecto, por un conocido teo-
rema de J. Lagrange, todo entero no-negativo es la suma de
cuatro cuadrados. De esta forma, Z>¢ es definible.

Los conjuntos definibles son una herramienta clave en la
teoria de modelos y sus aplicaciones. El problema radica en
que estos conjuntos pueden ser dificiles de determinar. No
obstante, cuando ¢ (d,X) es una férmula sin cuantificadores,
la tarea es mas facil. Esta discusion lleva a la siguiente
definicion.

Definicion 1.4. Sea T una .Z-teoria. Si para toda .Z-férmula
v existe una férmula sin cuantificadores ¢ en el lenguaje
de T tal que en cualquier modelo de T se valida la férmula
¢ < y, decimos que T tiene eliminacion de cuantificadores
o que T elimina cuantificadores.

Cuando nos restringimos a los conjuntos definibles, decir
que una teoria 7 elimina cuantificadores, es equivalente a
afirmar que, para cualquier modelo M de T, la funcién de
proyeccion candnica 7, : M™ — M" preserva conjuntos
construibles, es decir, para E C M™ construible, 7,,,(E) es
construible. Aqui un conjunto es construible si es una com-
binacién booleana de conjuntos definidos por férmulas que
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son igualdades o formadas a partir de relaciones. En efec-
to, basta con suponer que el conjunto construible £ C M™
es definible por ¢ (X,d). Luego, @, (E) C M" es definible
por x| - -+ Ixpm_n@ (¥,d), de donde se sigue la afirmacién.
Abhora bien, en general, probar la eliminacién de cuantifi-
cadores para una teoria es a veces una tarea dificil y por
ello se han desarrollado muchas técnicas. El ejemplo mas
relevante es el trabajo de A. Tarski para el campo comple-
jo (C,+,-,—,0,1), que, de hecho, es un ejemplo particular
de eliminacién de cuantificadores para campos algebraica-
mente cerrados. Concretamente, existe una teoria de primer
orden, que denotamos por Acf, en el lenguaje de anillos
¥ ={+,-,—,0,1} tal que los modelos de Acf son exacta-
mente los campos algebraicamente cerrados, es decir, los
axiomas de Acf expresan las propiedades de ser un campo
algebraicamente cerrado. Para esta teoria, se vale que dada
una férmula ¢, existe una férmula y sin cuantificadores tal
que ¢ y v tienen el mismo significado en Acf.

La eliminacién de cuantificadores y algunas formas débi-
les son técnicas muy importantes en el estudio de teorias
algebraicas con teoria de modelos. Un ejemplo notable es la
prueba modelo-tedrica del Teorema de los ceros de Hilbert
brindada por Robinson y que discutiremos en la siguien-
te seccién. Recomendamos [39] para una demostracién de
la eliminacién de cuantificadores para Acf y varios ejem-
plos mas. También se puede consultar el texto [37] para
una discusién amplia y enriquecedora sobre eliminacién de
cuantificadores.

La eliminacién de cuantificadores desde el punto de vis-
ta de conjuntos construibles tiene un enunciado similar al
Teorema de Chevalley en la geometria algebraica (ver [37,
Corolario 3.2.8 ii)]). De hecho, la eliminacién de cuantifi-
cadores para Acf tiene como consecuencia de que los con-
juntos construibles desde el punto de vista descrito arriba
coinciden con los conjuntos construibles desde el punto de
vista de la geometria algebraica. Asi las cosas, la elimi-
nacién de cuantificadores acabard siendo el andlogo en la
teoria de modelos del Teorema de Chevalley. En la siguiente
seccion abordaremos este tema con mds detalles y menciona-
remos varios casos relevantes de demostraciones obtenidas
en geometria algebraica a partir del enfoque de la teoria
de modelos, interpretando ciertos fenémenos geométricos
y algebraicos desde el punto de vista de la 16gica. En este
sentido, tales resultados serdn el abre bocas para la posterior
introduccién de la teoria de estabilidad geométrica y la tri-
cotomia de Zilber, principal motivacion de las geometrias
de Zariski, al menos, desde el punto de vista clésico.

3. Introduccion a la geometria algebraica

En esta seccién daremos una mirada rdpida a ciertos con-
ceptos basicos de la geometria algebraica. Asimismo, pre-
sentaremos algunos resultados ilustres de la relacién de esta
con la teoria de modelos, a saber, los Teoremas de Tarski-
Chevalley, Ax-Grothendieck y de los Ceros de Hilbert o
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Nullstellen-satz; la Conjetura de Mordell-Lang y, finalmen-
te, los trabajos recientes de Zilber. Para profundizar en las
temdticas aqui presentadas recomendamos los textos [37] y
[23].

3.1. Conjuntos algebraicos afines

Sea k un campo algebraicamente cerrado. El producto car-
tesiano de n-copias de k, serd denotado por Aj. Para ca-
da I C k[xi,...,x,], un ideal del anillo de polinomios en
n-variables con coeficientes en k, denotamos por V (I) C AZ
el conjunto de ceros de /, esto es,

V({I):={de A} | f(d@) =0 paratodo f € I}.

Es posible demostrar que la colecciéon de los V(I) generan
una topologia, conocida como topologia Zariski. En esta
topologia cada V() corresponde a un subconjunto cerrado
de A} , llamado conjunto algebraico afin. Esta relacién
de la geometria de Aj con conceptos provenientes de la
k-algebra de polinomios k[x, ..., x,], permite establecer pro-
piedades interesantes y que distinguen a esta construccion.
Precisamente, Aj con la topologia Zariski es un espacio
irreducible y Noetheriano. La primera propiedad significa
que todo abierto no-vacio de Aj es denso y la segunda, que
para cada sucesién X; 2 X, 2 ... de subconjuntos cerrados
en Aj existe un m > 0 tal que X,,, = X4, , para cada [ > 0.
Estas dos propiedades resultan de dos hechos algebraicos
importantes asociados a k[xj, ..., x,], a saber, que es un domi-
nio integral y que es un anillo Noetheriano (i.e., todo ideal es
finitamente generado), respectivamente. En aras de generali-
zar estas propiedades para cualquier subconjunto algebraico
X de A} asociamos a este un ideal en I(X) C k[xy, ..., x,],
definido por

I(X):=f €klxi,....xs] : f(@d)=0,Vae X.

A partir de ahi, es posible definir una k-dlgebra de funciones
regulares sobre X dada por las funciones f : X — k tales
que f = p|X para algin p € k[xy,...,x,|. En realidad, esta k-
dlgebra es justamente el cociente k[X] := k[xy,...,x,]/1(X).
En este sentido, X es un espacio topoldgico Noetheriano
con la topologia de Zariski (inducida), esto es, Y C X es
cerrado, siY =V (I) para algin I ideal de k[x, ..., x,] tal que
I(X) C 1. Asimismo, X es irreducible si y sélo si k[X] es un
dominio integral, equivalentemente, /(X ) es un ideal primo
de kfxj...,xp).

En definitiva, las propiedades de Noetherianidad e irredu-
cibilidad en un espacio topoldgico Noetheriano X implican
que todos sus cerrados Y son expresados como una unién
finita Y =Y, U... UY; de cerrados irreducibles Y; tnicamente
determinados por la propiedad de que ¥; C Y;, para cada
i # j. Los Y; son llamados componentes irreducibles de Y .
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Un importante invariante (birracional) en geometria es el
de dimensién. Precisamente, para un conjunto algebraico
irreducible X la dimensién de Krull de X es por definicién el
grado de trascendencia del campo k(X ) de funciones racio-
nales de X sobre k, la cual coincide, no solo con la dimension
de X como espacio topoldgico, sino también con la llama-
da dimensién de Krull del anillo de funciones regulares
k[X]. Por ejemplo, A} tiene dimensién n, ya que el grado
de trascendencia de k(xi,...,x,) sobre k es n. En general,
la dimensién de un conjunto algebraico Y es definida por
dimY = sup; dim(Y;), donde ¥; son las componentes irreduci-
bles de Y. Por ejemplo, conjuntos algebraicos de dimensién
1 y dimensién 2, son llamados, respectivamente, curva y
superficie algebraica.

Dado un conjunto algebraico X, la nocién de dimensién se
puede “especializar” a cada punto p € X, a saber, podemos
hablar de la dimensidn infinitesimal de X en cada uno de sus
puntos al calcular la dimensién, como k-espacio vectorial,
del espacio tangente a X en p, denotado por Tx ,. La di-
mension (global) de X y la dimensién infinitesimal, pueden
diferir, siendo esta dltima mayor o igual que la dimensién
del conjunto en si. En realidad, el conjunto de puntos de X
donde estas difieren forman un subconjunto cerrado propio
de X, llamado conjunto de singularidades de X. En parti-
cular, en el caso en que X sea una curva, el conjunto de
singularidades es un conjunto finito. Ahora bien, en el caso
en quevestas coincidan en cada p € X, esto es, el conjunto
de singularidades es el conjunto vacio, X es llamado con-
junto algebraico suave. Un caso especial e importante para
nosotros y al que nos referiremos mas adelante es al caso de
curvas suaves.

3.2. El espacio proyectivo

Ademads de los conjuntos algebraicos afines, histéricamente,
uno de los contextos de interés en geometria algebraica son
los conjuntos algebraicos proyectivos. Precisamente, son los
subconjuntos algebraicos X = V (I) del espacio proyectivo
IP;. Aqui IP} corresponde al conjunto de rectas que pasan por
el origen de k"*!. De forma equivalente, IP} es el conjunto
de clases de equivalencia [xo, ..., X,] determinada por cada
vector (xg, ..., x;) € k"1 \0 por la relacién de equivalencia:

(%05 -+ Xn) = (Y0, -, yn) 1y s6lo si existe
A € k\O tal que y; = Ax; paracada i=0,...,n.
De este modo, un conjunto algebraico proyectivo X = V()
es determinado por un ideal de k[xy, . . .,x,] finitamente ge-
nerado I = (fi,..., fm) donde los polinomios f; son ho-
mogéneos, esto es

Fi(Ax0,-.., Ax,) = A% fi(xy,... x,), paracadai=1,...,m

En este sentido, los V (I), asi definidos, generan una topo-
logia conocida como la topologia Zariski del espacio pro-
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yectivo IP} y en ella cada subconjunto algebraico affn X de
Ay, corresponde a un conjunto algebraico proyectivo X, de
la misma dimensién que X, pero con puntos “en el infinito”.
Precisamente, cada X corresponde a la clausura de X en
P}, donde los nuevos puntos surgen por la interseccién de
X con el hiperplano en el infinito, H™, que es identificado
con ]PZ*I. Por ejemplo, A} = IP} el cual es identificado con
AUy En particular, P} = A} LI {0} y asi P} es consi-
derada como la “compactificacién” de Aj. De este modo, en
este nuevo contexto, se pueden considerar curvas algebrai-
cas proyectivas suaves, como aquellos conjuntos algebraicos
proyectivos de dimensién 1 que son suaves, siguiendo gene-
ralizaciones naturales de los conceptos para el caso afin al
caso proyectivo.

3.3. Lateoria de modelos en la geometria algebrai-
ca

A continuacién presentamos algunos ejemplos destacables
de cémo la teoria de modelos interactiia con la geometria
algebraica.

3.3.1. El Teorema de Tarski — Chevalley

Un conjunto E C A} es algebraicamente construible si es
una combinacién Booleana de conjuntos cerrados de Zaris-
ki. Una consecuencia de la eliminacién de cuantificadores
para ACF es que un conjunto es algebraicamente construi-
ble si y sélo si es construible en sentido modelo-tedrico
(véase la discusioén posterior a la Definicién 1.4). El Teore-
ma de Chevalley, en el contexto de la geometria algebraica
afin, afirma que si k es un campo algebraicamente cerrado
Y Toun 2 A — AJ, con m > n, es un morfismo de proyec-
cion, para cualquier conjunto algebraicamente construible
E C A*, &, (E) es algebraicamente construible. Asi, la
eliminacién de cuantificadores de Tarski para campos alge-
braicamente cerrados puede verse como una versiéon modelo-
tedrica del Teorema de Chevalley y viceversa. Es por esto
que usualmente a este teorema se le conoce como Teorema
de Tarski-Chevalley.

3.3.2. El Teorema de Ax-Grothendieck

El Teorema de Ax-Grothendieck afirma que todo morfismo
polinomial inyectivo C" — C" es, en realidad, una biyeccion.
Este teorema fue demostrado por A. Grothendieck en [Teo.
10.4.1]grothendieck y modelo- teéricamente (e independien-
temente) por James A. en [5]. La demostraciéon de Ax esta
basada en el hecho modelo-tedrico de que las siguientes dos
condiciones son equivalentes para cualquier sentencia ¢ en
el lenguaje de anillos:

1. ¢ es cierta en el campo de los nimeros complejos.
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2. Hay primos arbitrariamente grandes tales que todo
campo de caracteristica p cumple ¢ .

Las lineas generales de la demostracion de este teorema
son: sea k un campo finito con ¢ = p" elementos, don-
de p es un ndmero primo y m > 0. Todo morfismo poli-
nomial k" — k" inyectivo es también sobreyectivo y pa-
ra esto es suficiente considerar el cardinal de k". En es-
te sentido, lo mismo es cierto para ]F;’,lg , la clausura alge-
braica de los campos de p-elementos. Asi, todo morfismo
polinomial (IF3€)" — (IF¥%)" que sea inyectivo, es biyec-
tivo. Supongamos por contradicciéon que f: C* — C" es
un morfismo polinomial inyectivo que no es sobreyectivo y
sea f(x1,..., %) = (f1(X),..., fu(X)),donde X = (x1,...,x,).
Tomemos d el mayor grado de los f;’s. Ax prueba que existe
una sentencia ¢, 4 que expresa el hecho de que todo mor-
fismo polinomial C" — C" inyectivo y cuyas componentes
polinomiales tienen grado a lo més d, es sobreyectivo. Como
fue mencionado, IFZlg satisface ¢, 4 para todo primo p. Asf
que, por los numerales anteriores relacionados a las senten-
cias sobre el lenguaje de anillos, C satisface ¢, 4, lo que
contradice la hipétesis.

Lo verdaderamente esencial en la prueba anterior es el po-
der que tiene el lenguaje de anillos para expresar multiples
propiedades sobre polinomios y campos. Recomendamos al
lector [37, Cap. 2, § 2], especialmente el Teorema 2.2.11 de
cuya prueba hicimos un esbozo arriba.

3.3.3. El Nulistellensatz de Hilbert

Una teoria es modelo-completa si para cualquier par de sus
modelos N y M, con N C M se tiene que una férmula es
valida en N si y sélo si es védlida en M (donde las tuplas
s6lo se toman en N). La teoria Acf es modelo-completa ([37,
Corolario 3.2.3]) y esta propiedad tiene una consecuencia
interesante: el Teorema (débil) de los ceros de Hilbert o
Nullste- llensatz (débil), el cual afirma que si k es un cam-
po algebraicamente cerrado, entonces V (I) # 0, donde I es
un ideal propio de k[xj, ..., x,]. Una version equivalente de
este teorema, la cual se prueba por una simplificacién en
el argumento debida a G. Rabinowitsch, afirma que si f es
algiin polinomio en k[xj,...,x,] que se anula en el conjunto
algebraico V() entonces existe un nimero natural r tal que
S estaen . Esta tltima version fue demostrada por primera
vez por D. Hilbert en [24] y establece una relacién funda-
mental entre la geometria y el dlgebra. Tal relacién es la base
de la geometria algebraica.

A. Robinson demostr6 en [38] el Nullstellen-Satz débil utili-
zando métodos de teorfa de modelos. La prueba de Robinson
sigue, a grandes rasgos, la siguiente linea de ideas: tomemos
I=(f1,...,fm) (lo cual estd garantizado ya que en el anillo
de polinomios todo ideal es finitamente generado) y sea J
un ideal maximal que contiene a /. Como J es maximal,
K = k[x1,...,x,]/J es un campo y k = L C K con L = k%2,
Note que tanto L como K son modelos de Acf. Ahora, existe
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un elemento en A% que anula a todos los f;’s y este hecho
es expresable por una férmula de primer orden, i.e., existe
una férmula de primer orden en el lenguaje de anillos que
expresa el hecho de que existe un cero para todos los f;’s 'y
tal formula se valida en K. Por ser Acf modelo-completa, la
férmula vale en &, esto es, hay una n-tupla d de elementos
en k tal que f(d@) =0 paratodo f € I,i.e., V(I) #0.

3.3.4. Conjetura de Mordell-Lang para campos de fun-
ciones

Considere k un cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica p > 0 y recuerde que, desde el formalismo alge-
braico, un campo de funciones sobre k es una extension de
campos finitamente generada con grado de trascendencia
positivo y finito sobre k. En 1992 D. Abramovich y F. Vo-
loch en su trabajo [2] plantearon una version plausible de la
Conjetura de Mordell-Lang para campos de funciones sobre
k, a saber, “sea A una variedad abeliana definida sobre kX,
X una subvariedad de A y I' un subgrupo de rango finito
de A. Supongamos que X NI" es Zariski-denso en X. Enton-
ces, existen A; C A una subvariedad abeliana, una variedad
abeliana B definida sobre k, un homomorfismo sobreyectivo
g : A1 — B, y una subvariedad X de B definida sobre k tal
que g~ '(Xp) es una traslacién de X”. Abramovich—Voloch
probaron para varios casos particulares la conjetura. No obs-
tante, en [28], Hrushovski demostré la conjetura anterior en
su totalidad usando las herramientas y lenguaje de la teoria
de modelos. Invitamos al lector curioso al trabajo [11] para
una aproximacion explicada y auto contenida a la prueba
de Hrushovski de la conjetura en cuestion. Para mayores
detalles sobre el trabajo reciente de Boris Zilber: ver [37, pp.
311-313]

3.4. Eltrabajo reciente de Boris Zilber

La mayor parte del trabajo de Zilber establece una sélida co-
nexion entre la geometria algebraica y la teorfa de modelos.
Un ejemplo claro es [1] donde los autores tratan el problema
de la traduccion de la geometria anabeliana (de Grothen-
dieck) al lenguaje de la teoria de modelos. Otro trabajo de
Zilber que vale la pena mencionar aqui es [70] cuyo teorema
principal reproducimos, sin ser precisos en algunos concep-
tos involucrados: sea k un campo algebraicamente cerrado y
C(k) el conjunto de k-puntos de una curva proyectiva suave
C de género g > 1y sea J(k) su Jacobiana. Fijando un punto
en la curva es posible encontrar una inmersién canénica
C(k) — J(k), donde el punto fijo se identifica como el cero
del grupo. Consideremos ahora (J(k);+;C(k)) como una es-
tructura de grupo abstracta (con un subconjunto distinguido).
Mediante el uso de algunas técnicas de teoria de modelos,
Zilber muestra que, para k algebraicamente cerrado, se pue-
de recuperar a partir de estos datos el campo k y la curva C,
salvo un isomorfismo de campos y una isogenia biyectiva de
J, que, en caracteristica O es un isomorfismo de variedades
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algebraicas, y en caracteristica positiva puede ser vista como
una “torsién de Frobenius”. A partir de tal interpretacion,
Zilber resuelve una conjetura de F. Bogomolov, M. Korotaev
y Y. Tschinkel en [9].

4. La estabilidad geométrica

En la prueba dada por Morley a la Conjetura de Los, este
introdujo y desarroll6 algunas ideas importantes. Entre ellas,
la més notable es el concepto de “rango de Morley”. Este
sencillo pero poderoso concepto, es la clave de la teoria
de modelos moderna. Grosso modo, el rango de Morley es
una abstraccion del concepto de “dimensién” para cualquier
teoria en matematicas. Por ejemplo, cuando se estudian cam-
pos algebraicamente cerrados, el “rango de Morley” y el
“grado de trascendencia” coinciden. Més atin, el trabajo de
Morley fue la base de la teoria de la estabilidad que, segtin
Pillay (ver la introduccién de [46]) “es un conjunto de técni-
cas que se pueden desarrollar bajo unos supuestos sobre una
teoria T para saber cudles son los modelos de 7. A modo
de ejemplo, escribamos I(T, k) para el nimero de modelos
no isomorfos de 7' con cardinal k. Sea T una teoria contable
y X-categérica. Consideremos el problema de encontrar
el nimero I(T, Xy). Es decir, queremos responder a la pre-
gunta: ;cudntos modelos contables existen para 7?7 Morley
demostré que I(T, Xy) < Xy. Afios mds tarde, J. Baldwin y
A. Lachlan, demostraron en [7] que (T, X¢) o es igual a 1
o bien a X (ver [46]).

Una de las personas que participé de manera activa en el
desarrollo temprano de la teoria de estabilidad es Zilber,
considerado por algunos como uno de los fundadores de la
teoria, quien en la introduccién de su trabajo [67] sefiala
que:

= Es posible establecer una jerarquia de “perfecciéon
légica” para las teorias de primer orden. En dicha
jerarquia, las teorias no-contablemente categdricas
ocupan la posiciéon més alta.

= La principal caracteristica de una teoria de la esta-
bilidad es una teoria de la dimensién y, asociada a
ella, una teorfa de la dependencia. Tanto las teorias de
dependencia como las de dimensién son similares a
las que surgen en la teoria de campos.

La teoria de la estabilidad geométrica es una par- te prin-
cipal de la teoria de modelos geométrica y fue introducida
en una serie de articulos por Zilber, Hrushovski, Pillay, G.
Cherlin y muchos otros. Esta recibe su nombre dado a que
en gran parte se ocupa de la clasificacién modelo-tedrica
de estructuras en términos de cantidades de dimension que
pueden ser descritas en términos de nociones de geometria
com- binatoria. Esto nos obliga a mencionar la siguiente
definicion:

Definicion 3.1. Un matroide finitario o pregeometria M es
un par (M, cl) donde M es un conjunto no- vacio y cl es una
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funcién definida en 2™ | tal que paratodo A C Mya,b €
M se verifican las siguientes condiciones:

1. Reflexividad: A C cl(A).

2. Caracter finito: cl(A) coincide con {cl(A) : Ao
es un subconjunto finito de A}.

3. Transitividad: cl(cl(A)) = cl(A).

4. Intercambio: Si a € cl(AU{b}) —cl(A), entonces
becl(AU{a}).

Sea M un modelo y A C M. Definimos la clausura alge-
braica de A, que denotamos por acl(A), como el conjunto
de elementos de M que son solucién de alguna férmula
con parametros en el conjunto A, con sélo finitas solucio-
nes. Consideremos que M es una estructura fuertemente
minimal (es decir, cualquier subconjunto definible de M"
es finito o co-finito con cota uniforme) y consideremos que
“acl(-)” es la funcién que envia A C M a acl(A). La estructu-
ra resultante ./ = (M, acl) es una pregeometria y se define
una buena nocién de “dimensién (combinatoria)”’, dim, para
subconjuntos de M en términos de acl. Como un ejemplo
practico para visualizar esta construccion, considere V un
espacio vectorial y, asi, acl(A) con A C V es justamente el
subespacio de V generado por combinaciones lineales (fi-
nitas) de elementos en A. De este modo, las condiciones
1)-3) se satisfacen naturalmente para (V,acl) y por tanto
es un matroide finitario. Ahora bien, un ejemplo trivial se
obtiene al considerar un conjunto infinito M sin estructura
dada, para el que cualquier A C M, acl(A) = | ] acl({a}).

acA
De hecho, hasta finales de la década de los 80, los tinicos

ejemplos conocidos de pregeometrias no triviales eran local-
mente modulares, i.e., aquellas que satisfacen la condicién
dim(AUB)+dim(ANB) = dim(A) + dim(B) para cualquier
A, B C M; o no localmente modulares. Zilber observé que
en todos los casos no triviales, la nocién de dependencia
obtenida era o bien la dependencia algebraica en la teoria de
campos o bien la dependencia lineal en la teoria de espacios
vectoriales. Esto, junto al Teorema débil de la tricotomia de
Zilber, fue la base de la Conjetura de la tricotomia de Zilber
(véase [69]):

Conjetura de tricotomia (Zilber, 1984): Si M es un conjun-
to fuertemente minimal y (M, acl) es el operador de clausura
algebraica correspondiente a M, entonces la pregeometria
(M, acl) es trivial, localmente modular, o no localmente mo-
dular. En particular, si los dos primeros casos no ocurren,
entonces existe un campo algebraicamente cerrado k defini-
ble en M y al tinica estructura en k inducida por M es la mera
estructura de campo. Destacamos que se han demostrado
varios casos positivos de la conjetura de Zilber en situacio-
nes similares. Mds atin, segtin [59, p. 79] “la mds famosa de
todas las tricotomias (aparte de la de Zilber) es la Tricotomia
de Peterzil-Starchenko en el caso de las teorias o-minimales
y el ‘control geométrico’ de las estructuras viene dado por
la informacioén ‘diferencial abstracta’ que puede extraer de
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la o-minimalidad de una teoria”.

La “mala hora” de la Conjetura de la tricotomia llega cuan-
do Hrushovski prueba en [27] que esta es falsa en general.
Precisamente, Hrushovski muestra que existe un modelo
fuertemente minimal y no localmente modular que no in-
terpreta ningdn grupo infinito. En cierto modo, la desapro-
bacién de la conjetura de Zilber resulté mas fructifera que
una solucién afirmativa. En efecto, en [27] el autor ofrece
unnuevo método para construir estructuras estables y, en
particular, estructuras fuertemente minimales. Es importante
mencionar que en este articulo, Hrushovski no usa técnicas
o conceptos de la geometria y el contexto de ese trabajo es
puramente combinatorio.

4.1. Geometrias de Zariski uno-dimensionales

A pesar de la refutacion de Hrushovski, la Conjetura de
tricotomia es vélida para muchas clases importantes de es-
tructuras matemadticas. Probablemente, la mas importante de
dichas clases es la clase de las “geometrias unidimensionales
de Zariski”. Estas estructuras fueron definidas y estudiadas
inicialmente por Zilber bajo el nombre de Z-estructuras y
con una configuraciéon més general, “como una forma de
aislar la mejor clase posible en la cima de la jerarquia de
estructuras estables” segiin él mismo escribe en [67, p. 3],
donde ademds indica que “las condiciones puramente 16gi-
cas no son suficientes para que la Conjetura de la tricotomia
se cumpla, pero asumir algunas propiedades topoldgicas
similares a la topologia de Zariski sobre una curva algebrai-
ca suave sobre un campo algebraicamente cerradopodria
remediar la situacion”.

Una herramienta fundamental en el desarrollo de la teoria de
Zilber es la axiomatizacion de cémo la topologia interactia
con la dimensién de Krull. De forma mas precisa, una ca-
racterizacién débil de suavidad de la geometria en cuestion
permite una definicidn abstracta del espacio tangente (véase
el Axioma (Z3) més adelante); esto fue suficiente para ob-
tener la existencia de un campo definible en el afio 1989,
aunque, segtn [26, p. 12] tal resultado no tuvo mucho im-
pacto en ese momento pues la condicién de suavidad parecia
muy restrictiva. La clase de geometrias unidimensionales
de Zariski fue introducida por Hrushovski y Zilber en [26].
A grandes rasgos, una geometria unidimensional de Zariski
es un conjunto fuertemente minimal en el que tiene sentido
una generalizacion plausible de la topologia de Zariski sobre
una curva algebraica suave. En el contexto de las geometrias
de Zariski se demostr6 que la Conjetura de la tricotomia de
Zilber es cierta. Se obtiene con esto una primera forma de
clasificar las geometrias de Zariski unidimensionales: trivia-
les, localmente modulares o no localmente modulares y no
triviales. En estas ultimas, siempre es posible interpretar un
campo algebraicamente cerrado en el que la tnica estructura
inducida es la propia estructura de campo. Sin embargo, el
trabajo [26] no termina alli, adicionalmente, clasifica de ma-
nera mucho mads fina y geométrica las geometrias de Zariski

© 2024 Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 15 No. 1

localmente modulares y las no triviales y no localmente mo-
dulares. Precisamente, los autores introducen el concepto de
geometrias “amplia” y “muy amplia” y se prueba que las
geometrias amplias son exactamente las localmente modu-
lares y estas se pueden identificar como cubiertas finitas de
curvas suaves. Para las geometrias muy amplias se prueba
que son, en esencia, curvas suaves. En lo que resta de es-
ta seccion, mencionaremos los enunciados precisos de los
resultados hasta aqui parafraseados.

Antes de continuar es preciso aclarar nuestra notacién. Sean
X,Y conjuntos. Entonces: cl(X) es la clausura topoldgica
de X (i.e., el cerrado mas pequefio respecto a la inclusién
que contiene a X); X C.; Y significa que X es un subcon-
junto cerrado de Y. |X| como la cardinalidad de X. Dado
cualquier X C.; X" x X™, para d € X" ponemos C(d) :=
XeX™:(d,X) e Cy “dimensién” significa “dimensién de
Krull”.

Para el resto de este trabajo, cuando digamos “geometria de
Zariski”, el lector debe entender “geometria de Zariski de
dimension uno”, ya que no trabajaremos con geometrias de
dimension mayor.

Definicion 3.2. Una geometria de Zariski es un conjunto
infinito D con una topologia Noetheriana sobre cada D.D?,...
tal que los siguientes axiomas se cumplen:

—

70 e (Coherencia). Sea ¢ un mapa de proyeccién ¢ (X)
X (i) (donde o (i) es el valor de una biyeccion {1,...,n}
{1,...,n}) 0 un mapa constante ¢(¥) = c. Entonces el
siguiente mapa

f:Dn*}Dma fH(fl(f)7afm(f))

es continuo.

e (Separabilidad). Los conjuntos diagonales Al’-'j =
{¥ € D" : x; = x;} son cerrados.

71 (QE débil). SeaC Cy D"y m), : D" — D™ un mapa de
proyeccién, entonces hay un conjunto cerrado propio
F Cq cl(ml(C)) tal que 7t (C) Cg cl(m)(C)) — F.

Z2 e (Irreducibilidad). D es irreducible.

e (Unidimensionalidad). D es uniformemente unidi-
mensional, es decir, si C C D" x D, existe N tal que
paratodo d € D", |C(d)| <NoC(d)=D.

73 (Teorema de la dimensién). Sea U un conjunto ce-
rrado irreducible en D" y A; la diagonal ij, enton-
ces cualquier componente de U N Af; tiene dimension
> dim(U) — 1.

En relacién a la definicidn anterior, es bueno mencionar que:
el Axioma (Z0) relaciona las distintas topologias sobre las
potencias de D y relaja la suposicién de que la topologia
sobre D" sea la topologia del producto de (D, 7;). Pero, ;por
qué no asumir sobre cada potencia la topologia producto,
si esto haria (en teoria) la definicién mas facil? Una razén
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importante es que tal supuesto excluiria varios modelos im-
portantes, por ejemplo, si k es un campo algebraicamente
cerrado, la topologfa de Zariski en A = A} x A} noes la
topologia producto de Zariski sobre A }( Respecto al Axioma
(Z1), mencionamos que es una forma débil de la elimina-
cién de cuantificadores (de hecho es posible probar que toda
geometria de Zariski elimina cuantificadores en su lenguaje
natural, que definiremos en breve).

Hay muchos ejemplos de geometrias de Zariski en matemati-
cas. En efecto, los conjuntos infinitos sin estructura son
ejemplos triviales de geometrias de Zariski (ver [3, Cap.
4]). Asimismo, como fue probado por Zilber, las variedades
complejas compactas y fuertemente minimales son ejemplos
de geometrias Zariski. Por otro lado, Hrushovski y Soko-
lovic* probaron que los campos diferencialmente cerrados
son también ejemplos de este tipo de geometrias (ver [37,
Teo. 8.3.17]), entre otros. Los ejemplos por excelencia de
geometrias de Zariski son las curvas algebraicas suaves. El
teorema de clasificacion principal de la teoria cldsica es que
bajo condiciones apropiadas de “amplitud”, la afirmacién
reciproca es verdadera.

Definicion 3.3. Sea D una geometria de Zariski.

i) Una curva plana sobre D es un conjunto unidimensio-
nal irreducible en D?.

ii) Una familia de curvas sobre D consiste en un con-
junto irreducible cerrado E C D" y un subconjunto
irreducible cerrado C del producto E x D? tal que el
conjunto C(€) es una curva plana para € genérico en
E'.

iii) Decimos que D es amplia si existe una familia de
curvas planas C C E x D? tal que para cualquier @y ,d»
en D? existe una curva C(é) que pasa por @, y ds.

iv) Decimos que D es muy amplia si existe una familia
de curvas C C E x D? sobre D que hacen de D una
geometria amplia y tal que para cualquier @;,d, € D?
existe una curva C(€) que pasa sélo por uno de ellos.

Ejemplo 3.4. Sea k un campo algebraicamente cerrado y
considere la familia de curvas

C={((a,b,c),(x,y)) €A} x Az :ax+by+c=0}.

Entonces, para cada (a,b,c) € A7 — {0} tenemos una linea
recta C(a,b,c) :ax+by+c=0en Ai. La familia de curvas
(C, Ai) es muy amplia. En efecto, sean (x1,y;), (x2,y2) pun-
tos distintos de Ai, considere (yp —y1,X] —Xx2,Xy1 —X1Y2) €
A} —{0}. Es fécil ver que (x1,y1) y (x2,y2) pertenecen a la
recta C(yy — y1,X1 —X2,X2y] —X1y2) con ecuacion

(2 = y1)x+ (x1 —x2)y + (x2y1 —x1y2) = 0.

Isi X es irreducible, decimos que una propiedad P se cumple genéri-
camente en X, si P se cumple para todos los elementos de X fuera de
un subconjunto cerrado, o, equivalentemente, un punto genérico de X
satisface la propiedad P.
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Entonces la familia es amplia. Ahora veamos que es muy
amplia. Tenemos tres casos posibles:

= Caso 1. Los puntos (x1,y1) y (x2,y2) son tales que
X] =xp pero y| # y». Entonces, la linea C(0,1,—y/) :
y—y1 = 0 pasa por (x1,y) pero no por (xz,y>).

= Caso 2. Los puntos (x1,y1) y (x2,y2) son tales que
x1 #x2yy1 =y2.Enestecaso C(1,0,—x;) :x—x; =0
pasa por (x1,y) pero no por (x2,y2).

= Caso 3. Los puntos (x1,y1) y (x2,y2) son tales que
x| #x2y y1 #y2. Lalinea C(0,1,—y;) : y—y; =0
pasa por (x1,y1) pero no por (x2,2).

Por lo tanto, la familia descrita es muy amplia. m|

Hemos visto una familia muy amplia de curvas, pero en
realidad también podemos dar ejemplos de familias que no
son amplias (y por tanto tampoco muy amplias). A saber:

Ejemplo 3.5. Sea k un campo algebraicamente cerrado y
consideremos ]P,% el espacio 2-proyectivo sobre k. Fijemos
una recta ¢ : ax+ by + cz = 0y supongamos que ¢ # 0. Sea
C la familia de rectas proyectivas paralelas a £. La condicion
de “amplitud” de la definicién falla para esta familia ya que
(0:0: 1) no puede estar separada de ningdn punto de sz por
curvas de C, ya que cualquier linea de este tipo pasa por (0 :
0:1). En realidad, la condicién de “amplitud” también falla
para esta familia. |

El lector seguramente habrd notado que las definiciones
anteriores se basan en propiedades de naturaleza topolégica.
Sin embargo, estamos interesados en las propiedades de
primer orden de estas estructuras, por lo que introducimos
los lenguajes necesarios para expresar estas propiedades. En
efecto, si D es una geometria de Zariski, consideraremos
dos lenguajes para D:

i) El lenguaje completo de D, denotado %y (D), que
contiene un simbolo de relacién n-ario para cada sub-
conjunto cerrado de D", para todo n € IN.

ii) Ellenguaje natural de D, que es el sublenguaje £qt (D)
de Zun (D) que consiste en todos los subconjuntos
invariantes bajo todos los automorfismos de D" para
todo n.

En lo que respecta al lenguaje completo de D, note que los
singuletes de D son cerrados, de donde %,;(D) incluye
simbolos para las constantes de D, en consecuencia, un au-
tomorfismo de D debe preservar las constantes y asi, serd
la identidad (en el lenguaje completo), es decir, D no tiene
automorfismos no triviales en %, (D). Ahora, es un poco
improbable que en el lenguaje natural haya simbolos de rela-
cién distintos de la igualdad, sin embargo, en el Teorema 3.8
quedard en claro que este lenguaje no es trivial, en el sentido
de que es suficientemente expresivo como para interpretar
estructuras complejas como campos y curvas, sin siquiera
requerir constantes para tal interpretacion.
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Ya que una geometria de Zariski D se puede considerar como
una estructura de primer orden en su lenguaje natural o su
lenguaje completo, es posible probar para ella propiedades
como eliminacion de cuantificadores, w-estabilidad (sea lo
que sea que esto signifique), etc.

Por otro lado, la informacion geométrica sobre D, como el
hecho de que sea amplia o muy amplia, se puede traducir en
términos puramente 16gicos empleando recursos como inter-
nalidad y externalidad de tipos y mapas. Con estas ideas, se
prueba que una geometria de Zariski es amplia si y s6lo si es
localmente modular, y que si D no es trivial y no localmente
modular, entonces hay un campo algebraicamente cerrado
k interpretable en D tal que la tnica estructura que la geo-
metria D induce sobre k es la mera estructura de campo. En
otras palabras, la tricotomia de Zilber se vale en el contexto
de geometrias de Zariski.

Yendo més lejos, Zilber y Hrushovski (ver Teorema A y
Proposicién 1.1 en [26]) muestran:

Teorema 3.6. Si D es una geometria de Zariski muy amplia,
entonces existe una curva algebraica suave C sobre un cam-
po algebraicamente cerrado k tal que C es isomorfa a D
como geometrias de Zariski. Mds atin, el campo k es tinico
salvo un isomorfismo de campos y la curva C es tinica salvo
un isomorfismo de curvas. O

En otras palabras, la clase de geometrias de Zariski muy
amplias es justamente la clase de geometrias de Zariski co-
rrespondientes a curvas suaves sobre campos algebraicamen-
te cerrados. Ahora, en relacién a las geometrias de Zariski
amplias, éstas corresponden a cubiertas finitas de alguna
linea proyectiva (ver [26, Teo. B]), mds concretamente:

Teorema 3.7. Si D es una geometria de Zariski amplia,
entonces existe un campo algebraicamente cerrado k y un
morfismo sobreyectivo f: D — I[’,i que envia conjuntos cons-
truibles a conjuntos algebraicamente construibles. Ademads,
existe un subconjunto cofinito de D donde f es un morfismo
cerrado de Zariski. O

Canénicamente hablando, las geometrias de Zariski (am-
plias) son en esencia curvas algebraicas, salvo por fibras
finitas. Esto es (ver [26. B’]):

Teorema 3.8. Sea D una geometria de Zariski amplia. Enton-
ces existe un campo algebraicamente cerrado k, una curva
algebraica suave C sobre k, y un morfismo sobreyectivo de
Zariski finito-a-uno (es decir, la imagen inversa de todo pun-
toen C es finita) f : D — C. Todos, C, k'y f son definibles
sin pardmetros en el lenguaje natural de D. O

Note que el Teorema 3.8 nos responde, por cierto, esa pre-
gunta un poco no evidente de que el lenguaje natural con-
tenga simbolos no l6gicos distintos de la mera igualdad. De
otro lado, “este teorema es verdadero en su totalidad en el
contexto de las superficies complejas compactas. Esto es
consecuencia del Teorema de Existencia de Riemann. Sin
embargo, no existe ningtin analogo de este teorema en el
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contexto de las geometrias de Zariski” [67]ref. En efecto
(ver [26]. C)):

Teorema 3.9. Existe una geometria de Zariski amplia pero
no muy amplia que no es interpretable en ninglin campo alge-
braicamente cerrado. O

Con esto cerramos nuestra presentacion de los resultados de
Zilber y Hrushovski.

5. Tendencias recientes y otras lineas de Investiga-
cion

En esta seccién mencionaremos temas relativos a las geo-
metrias de Zariski que se han desarrollado en afios recientes.
No daremos preliminares sobre ninguno de los temas que
mencionamos, pues hacerlo extenderia este trabajo més alla
de lo deseado, ni entraremos en discusiones detalladas de
ningin tema. En su lugar, dejaremos una buena cantidad de
referencias para el lector interesado.

5.1. Z-estructuras

En el trabajo [68] Zilber introdujo el concepto de Z-estructura
y en [67] dicha nocidn se refina para generalizar la nocién
de geometria de Zariski a dimensiones superiores. En este
entorno se dispone de un andlogo parcial del Teorema 3.6.
Afirma que “si D es una geometria de Zariski casi fuertemen-
te minimal de dimensién 2 o mas, y existe una familia de
curvas en D tal que dos puntos cualesquiera estdn separados
por una curva y dos puntos cualesquiera se encuentran con-
juntamente en alguna curva, entonces existe un subconjunto
abierto denso de D isomorfo a una variedad algebraica”,
véase [67].

5.2. Geometrias de Zariski analiticas

Recientemente, Zilber introdujo las estructuras analiticas
de Zariski con el fin de encontrar una generalizacién de las
geometrias de Zariski, y la principal diferencia entre las
estructuras de Zariski y las estructuras analiticas de Zaris-
ki es el supuesto de Noetherianidad en las topologias. En
efecto, las estructuras analiticas de Zariski no se suponen
Noetherianas.

Como sefala Zilber, “la ausencia de esa hip6tesis hace mas
complicada la definicién de estructura analitica de Zariski:
hay que distinguir entre subconjuntos cerrados generales
de M" y los que tienen mejores propiedades topoldgicas
(los analiticos). Uno de los principales resultados sobre
las geometrias analiticas de Zariski afirma que cualquier
estructura analitica compacta de Zariski es Noetheriana”.
Remitimos al lector a [67] como una buena fuente sobre el
tema.

Sea k un campo y sea k™ su grupo multiplicativo. Las posi-
bles compactaciones modelo tedricas de una cubierta de k*
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se discuten en [57] por L. Smith. Varias de estas compactifi-
caciones se muestran como cubiertas de variedades téricas
y las estructuras correspondientes se muestran como estruc-
turas analiticas de Zariski en un subconjunto abierto denso.
Otros ejemplos de estructuras analiticas de Zariski son cons-
truidos en [17] por M. Gavrilovich a partir de cubiertas de
variedades abelianas.

5.3. Clases elementales quasi-minimales

En el trabajo [30] K. Kangas estudié las clases elementales
abstractas que surgen de una estructura de pregeometria cua-
siminimal y desarroll6 una teoria de independencia en 9t¢?,
trabajando con el operador de clausura acotada. Ademads,
Kangas generaliz6 el Teorema de la configuracion de grupos
de Hrushovski a su caso y, en un intento de generalizar las
geometrias de Zariski al contexto de las clases cuasimini-
males, proporciond una axiomatizacion para las estructuras
tipo Zariski. Mediante el uso de su teorema de configuracién
de grupos, Kangas demostr6 que cualquier pregeometria no
trivial (obtenida a partir del operador de clausura acotado) in-
terpreta un grupo. Para dar un ejemplo de una estructura tipo
Zariski, Kangas utiliz6 la cubierta del grupo multiplicativo
de un campo algebraicamente cerrado.

En [29] Kangas muestra que si D es una estructura tipo
Zariski y la pregeometria canénica obtenida del operador
de clausura acotada no es localmente modular, entonces D
interpreta un campo algebraicamente cerrado o un grupo no
clasico. De este modo, los principales teoremas de [30, 29]
corresponden a los anédlogos de la tricotomia que Zilber y
Hrushovski mostraron en [26].

5.4. Algebras afines de Azumaya

En la tesis doctoral [50], V. Solanki defini6 una subcategoria
adecuada de “dlgebras de Azumaya afines” y construy6 un
functor desde esta categoria a la categoria de estructuras de
Zariski (en el sentido de [67]). Solanki también construyé
la base de una teoria de presheaves de estructuras topoldgi-
cas y proporcioné ejemplos de estructuras en un parametro
genérico. En este trabajo también defini6 la categoria x4 de
dlgebras equivariantes y para cada M € { Ob(6E,4) se definié
una teoria de primer orden. En este caso, se demostré que,
bajo condiciones adecuadas, la categoricidad incontable y la
eliminacion del cuantificador se cumplen. En particular, So-
lanki probé que los modelos de estas teorias son estructuras
de Zariski.

5.5. Especializaciones de geometrias de Zariski

Las completaciones y extensiones para las especializacio-
nes de las geometrias de Zariski se estudian en la tesis de
maestria de S. Pinzén en la Universidad de Los Andes [47].

Es bueno mencionar que la teoria de las especializaciones
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en el contexto de la geometria algebraica es bien conocida
y entendida. Los textos [33] y [61] son buenas referencias
sobre el tema. Sin embargo, fuera del campo de la geometria
algebraica, las especializaciones no son bien comprendidas.
Esta nocién es especialmente importante en el desarrollo
de las geometrias de Zariski, pues son una pieza crucial en
la prueba de la Conjetura de tricotomia para geometrias de
Zariski. Un tipo especial de especializaciones son las espe-
cializaciones universales cuya teoria es estudiada en [44]
por A. Onshuus y Zilber. U. Efem estudi6 especializaciones
de campos algebraicamente cerrados y variedades definibles
en ellos en [14] y en su tesis doctoral [15] Efem estudia la
pregunta ““; cuando una especializacion es k-universal?”.

Aqui también podemos mencionar el trabajo conjunto de
Efem y Zilber [16] en el que se estudian las propiedades de
existencia y unicidad de extensiones de especializaciones
universales de una estructura base de Zariski a su cubierta
regular.

5.6. Geometrias de Zariski sobre unarios

En la tesis doctoral [3], A. Albalahi axiomatiz6 la teoria
de unarios. A saber, un unario es una estructura M en un
lenguaje .Z cuyo tnico simbolo no 16gico es un simbolo
de funcién de aridad uno f. En realidad, Albalahi clasifico
los unarios fuertemente minimales M (sobre un lenguaje
Z = {f}) donde fy es inyectivo y dio axiomatizaciones
completas para ellos. En [3], Albalahi demostr6 la elimina-
cion de cuantificadores para estas teorias después de afiadir
algunos simbolos de relacién a L. Dando una topologia a
las estructuras subyacentes, demostrd que estas topologias
satisfacen los axiomas (Z0)-(Z3) ([3]). También recomenda-
mos el trabajo de Albalahi como fuente autocontenida para
ejemplos no elementales de las geometrias de Zariski.

5.7. Espacios lineales abstractos

En [52], D. Sustretov estudia el problema de definir ciertas
geometrias de Zariski en la teoria de campos algebraicamen-
te cerrados. En este caso, Sustretov axiomatizé una clase
de estructuras, llamadas “espacios lineales abstractos”, que
no son mas que una reduccién comin de estas geometrias
de Zariski. Mediante esta descripcion, Sustretov describe lo
que es una interpretacion de un espacio lineal abstracto en
un campo algebraicamente cerrado.

Ademds, se dan las condiciones necesarias y suficientes para
que una geometria cudntica de Zariski (definida por Zilber
en 2008, véase [66]) sea definible en un campo algebraica-
mente cerrado. Se intenta extender los resultados descritos
anteriormente al entorno analitico-complejo y se proporcio-
nan las condiciones necesarias y suficientes para que una
geometria de Zariski cudntica suave tenga un modelo analiti-
co complejo.
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5.8. [Espacios algebraicos de tipo finito

En el trabajo [49] C. Ruiz estudia los espacios algebraicos de
tipo finito sobre un campo algebraicamente cerrado utilizan-
do geometrias de Zariski. Mediante el uso de la eliminacién
de imaginarios para la teoria de campos algebraicamente
cerrados, la eliminacién débil de imaginarios para las geo-
metrias de Zariski unidimensionales y una version fuerte del
teorema de la tricotomia para las geometrias de Zariski, el
autor da una nueva demostracién de algunos resultados sobre
la representabilidad de los espacios algebraicos. Ademas,
Ruiz ofrece un estudio de los esquemas no reducidos: dado
un esquema no reducido X, considere la estructura reducida
X,eq asociadaa X. Si X,.s es una variedad algebraica, existe
una geometria de Zariski que le corresponde. En este en-
torno Ruiz estudia la pregunta “;cudnta informacion sobre
X contiene la teoria de X,.4?”.

5.9. Geometrias de Zariski y mecanica cuantica

El estudio de las relaciones entre la fisica y las geometrias
de Zariski lo inicié Zilber y varios de sus resultados en
el area se encuentran en su libro [67]. Sin embargo, vale
la pena mencionar aqui el reciente trabajo de M. Zanussi
[65] en el se menciona una aplicacién de las estructuras
no clasicas de Zariski al calculo de férmulas de mecanica
cuantica mediante un método de aproximacién estructural
desarrollado por Zilber.

5.10. Un invariante por isomorfismos: el género

En el trabajo [63] se explora la posibilidad de clasificar de
manera mas fina la clase de geometrias de Zariski muy am-
plias empleando una nocién de género. Sea D una geometria
de Zariski muy amplia. Decimos que D tiene género g si es
isomorfa a la geometria de Zariski de una curva algebraica
C de género g. (En este sentido, una geometria de Zariski
de género 0 es aquella que es isomorfa a la geometria de
Zariski de ]P,l donde k es un campo algebraicamente cerrado.
Similarmente, una geometria de Zariski de género 1 es aque-
lla que es isomorfa a la geometria de Zariski de una curva
eliptica, etc.) El género de una geometria de Zariski muy
amplia es bien definido en virtud del Teorema 3.6. Ahora
bien, como el género de una curva suave es invariante bajo
isomorfismos (de curvas suaves) se deduce que el género de
una geometria de Zariski es invariante bajo isomorfismos
(de geometrias de Zariski). En relacién a esta nocion, existe
la siguiente pregunta:

“¢Coémo definir el género de una geometria de
Zariski sin apelar a 1a nocién algebraica de géne-
ro?”

A pesar de no tener respuesta para la pregunta anterior y de
que la definicién carece de un método explicito para hallar
el género de una geometria de Zariski, esta puede emplearse
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para clasificar (mediante morfismos) geometrias de Zariski
muy amplias.

En [63] se muestra que si C, C’ son curvas algebraicas suaves
quasi-proyectivas sobre un campo algebraicamente cerrado
kyh:C— C' es un morfismo inyectivo de geometrias de
Zariski, existe un morfismo racional de variedades algebrai-
cas [ : C — C'. Este resultado extiende la Proposicién 1.1
de [26] y puede usarse para derivar una versién del Teo-
rema de Riemann-Hurwitz para geometrias de Zariski. A
saber, en geometria algebraica, este teorema afirma que si
C, C' son curvas algebraicas quasi-proyectivas suaves sobre
un campo algebraicamente cerrado k y existe un morfismo
f: C — C' no-constante, entonces gen(C’) < gen(C), donde
gen(C) es el género de la curva algebraica C (véase [23],
p- 299); en términos de geometrias de Zariski se sigue que:
si D'y D’ son geometrias de Zariski muy amplias y existe
un campo algebraicamente cerrado k interpretable en ambas
geometrias y un morfismo inyectivo f : D — D', entonces
gen(D') < gen(D). En particular, si D es una geometria de
Zariski muy amplia y k£ un campo algebraicamente cerra-
do interpretable en D y si existe un morfismo inyectivo
f: P} — D, entonces gen(D) = 0.

Esta idea de definir el género de geometrias de Zariski muy
amplias y emplearlo para clasificarlas “estd sobre el tintero”
y resta mucho por estudiar en torno a ella. Varias preguntas
como la expresividad en primer orden de esta propiedad o
versiones plausibles del Teorema de Hurwitz estin abiertas
y fueron tratadas parcialmente en [63].
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