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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las propiedades de las soluciones de un modelo matematico que examina la
dindmica de los ecosistemas de sabana y bosque bajo los efectos tipicos de fuego, lluvia y competencia por el espacio. En particular,
se estudia la existencia de soluciones de equilibrio y su respectiva estabilidad en términos de los parametros demograficos. Lo
anterior, permite evaluar la resiliencia de los ecosistemas frente a perturbaciones, ademads, facilita el disefio de estrategias de
conservacion efectivas que promuevan la sostenibilidad a largo plazo. Los resultados obtenidos son comparados por medio de
simulaciones numéricas con la ayuda del software MATLAB.

Palabras Clave: Soluciones de equilibrio, ecosistema de sabana, ecosistema de bosque, modelos matematicos, sistemas dindmicos,
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Abstract

The main objective of this work is to study the properties of the solutions of a mathematical model that examines the dynamics
of savanna and forest ecosystems under the typical effects of fire, rain and competition for space. Particularly, the existence of
equilibrium solutions and their respective stability in terms of demographic parameters are studied. This allows us to evaluate
the resilience of ecosystems against disturbances and also facilitates the design of effective conservation strategies that promote
long-term sustainability. The results obtained are compared through numerical simulations with the help of MATLAB software.

Keywords: Equilibrium solutions, savanna ecosystem, forest ecosystem, mathematical models, dynamical systems, systems of
ordinary differential equations.
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1. Introduccién

Los problemas en distintas 4reas del conocimiento como biologfa,
fisica, quimica, ingenierfa, economia, o como se verd a lo largo de
este articulo, ecologia; se pueden plantear en términos de modelos
matemadticos. Muchos de estos modelos se pueden representar por
medio de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDQO’s). En este trabajo
estamos interesados en los sistemas dindmicos (en especial, los deno-
minados sistemas auténomos), los cuales permiten describir el paso del
tiempo de todos los puntos de un espacio dado, de tal manera que
con su estudio se puede reconstruir el pasado y predecir el futuro.

A medida que aumenta la complejidad de las ecuaciones diferencia-
les, mayor es la dificultad para obtener soluciones analiticas. Existen
incluso ecuaciones que no se sabe cémo se resuelven o ecuaciones
en las que obtener su solucién es bastante costoso. Una alternativa
es hacer un andlisis cualitativo, pues en muchas ocasiones no es
necesario o no se pueden determinar las soluciones exactas, entonces
es muy ttil obtener una descripcién cualitativa de su comporta-
miento, saber si existen soluciones constantes, si existen soluciones
periédicas o que pasa con las soluciones cuando la variable tiempo
tiende a infinito.

Un ejemplo de esto se puede ver en [15], en donde Staver y Levin
proponen un modelo matemético que examina la dindmica de los
ecosistemas de sabana y bosque unificando la vida vegetal en cuatro
estados; drboles de bosque, arboles de sabana, drboles jéovenes de
sabana y pastos, bajo los efectos tipicos de fuego, lluvia y competencia
por el espacio.

Los biomas de sabana y bosque tropical representan entre el 15 % al
20 % de la superficie terrestre del planeta. Ademds, dichos biomas
cumplen con la funcién de ser reservorios de carbono (la sabana en
menor medida) [11]. En este sentido, es fundamental entender los
mecanismos de la dindmica que caracteriza a estos dos biomas [2, 15],
debido a que es necesario un analisis que abarque la transicién de
sabana a bosque para evaluar los procesos que diferencian a ambos
[14].

Los ecologistas han notado que los principales mecanismos que
determinan la dindmica son: la intervencién humana, el pastoreo,
el tipo de suelo, el cambio climatico, el fuego, la competencia por
nutrientes y espacio. Sin embargo, se ha observado que las lluvias y
el fuego, junto con la competencia por espacio juegan un papel fun-
damental en la distribucién de la sabana, los bosques y su cobertura
arbérea.

La lluvia y el fuego estan intimamente relacionados, ya que la ausen-
cia delluvia puede generar aumento en la aparicién de incendios. Por
otra parte, los incendios afectan a mayor escala los bosques, pues los
arboles de este tipo de bioma son mds propensos a ser exterminados
comparédndolos con drboles de sabana con caracteristicas similares
[11]. Mientras que en el bioma de la sabana, el fuego acttia como un
limitante de la cobertura arbérea, pues disminuye el reclutamiento
de arboles jovenes a adultos, ya que un drbol joven no puede alcanzar
un tamario resistente al fuego y se mantiene en un estado reprimido
por episodios repetidos de muerte y rebrote [6]. Por lo anterior, la
propagacién del fuego acttia como un proceso de percolacion, en el
cual los pastos ayudan a la propagacién mientras que los drboles
actian como barreras, interrumpiendo el paso del fuego. [15].

La importancia de comprender la dindmica de este tipo de ecosiste-
mas de sabana y bosque radica en su contribucién significativa a la
biodiversidad global y a la provisién de servicios ecosistémicos fun-
damentales para la humanidad. Especificamente, estos biomas son
el habitat de una gran diversidad de especies vegetales y animales,
muchas de las cuales son endémicas y estdn altamente adaptadas a
estas configuraciones particulares [11]. Por lo tanto, la comprension
de los mecanismos que regulan la transicién entre los biomas es
critica para prever y controlar los impactos del cambio climatico,
la deforestacién y otras actividades humanas en estos ecosistemas
[2, 15]. En este sentido, el modelado matemético es una herramienta
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poderosa para analizar y pronosticar la dindmica de estos ecosiste-
mas debido a que permite identificar patrones emergentes, evaluar
escenarios de manejo y conservacién, planificacion de estrategias de
adaptacién al cambio climético, asi como sugerir estrategias efectivas
para la proteccién de la biodiversidad.

En este trabajo, partimos de un modelo matematico, estudiado
inicialmente por Staver y Levin en [15], para predecir la distribucién
de biomas de sabana y bosque teniendo en cuenta la incidencia de
incendios. A partir de este trabajo se introduce un cambio sustancial
en el modelo en algunas variables demogréficas que dependen de
la propagacién del fuego propuesto por Brhane y Gebru en [2]. E1
articulo esta escrito de forma tal que pretende ser autocontenido, la
idea es que pueda ser entendido por quienes no conocen las nociones
basicas necesarias tanto de ecologia como de matematicas.

En cuanto a los requisitos necesarios para los resultados matemaéticos
obtenidos hemos incluido al final del articulo un Apéndice con
los conceptos y resultados matemadticos usados a lo largo de este
trabajo. En dicho apéndice, nos sumergimos de forma rdpida por
el mundo de los sistemas dindmicos, explorando conceptos como
sistemas auténomos, equilibrios, estabilidad, entre otros. Asimismo,
revisamos algunos resultados importantes del analisis cualitativo
de sistemas auténomos. Referencias importantes para esta parte son
[1,10].

En la seccién 2, se presentan los conceptos ecolégicos necesarios
para entender todo lo que desarrollamos en este trabajo. Conceptos
ecoldgicos tales como bioma, sabana, bosque, entre otros, ver [7].

La seccidn 3 estd enfocada en describir el modelo de Staver y Levin
desarrollado en [15]. Igualmente, se busca revisar algunos resultados
y conceptos estudiados en [2] por Brhane, motivados por el modelo
antes mencionado pero enfocado solamente en el bioma de sabana.
Hacemos una combinacién de estos dos trabajos y obtenemos algunos
resultados nuevos que mejoran los resultados obtenidos en estos
articulos. Para el caso del Teorema 1 se presenta una demostracion
diferente a la presentada en [2].

En la seccién 4 se estudia un caso particular del modelo de Staver y
Levin [15], considerando coexistencia de hierba y drboles de bosque.
Se presentan las demostraciones de algunos resultados que estaban
en la literatura pero sin demostracién, estos son las Proposiciones
1y 2. Los demaés resultados obtenidos son nuevos y asi mismo las
simulaciones de casos particulares presentadas en los ejemplos.

En la seccién 5 estudiamos la dindmica generada por la coexistencia
de hierba y arboles de sabana. Las demostraciones del Teorema 3 y
la Proposicion 4 se presentan con todos los detalles completando asi
las demostraciones presentadas en los articulos de referencia.

Por dltimo, en la seccién 6 se estudia la dindmica que ocurre cuando
coexisten hierba y arboles (tanto de sabana y bosque), considerando
el modelo propuesto por Staver y Levin [15], teniendo en cuenta
las modificaciones propuestas por Brahne [2]. En esta seccién pro-
porcionamos la prueba del Teorema 4, el cual es presentado en las
referencias pero sin demostracién.

En todos los casos estudiados en este trabajo, se analizan las multiples
soluciones de equilibrio y su respectiva estabilidad, asi mismo,
se hicieron simulaciones con ayuda del software MATLAB, para
corroborar los resultados hallados. En todos los casos obtenemos
nuevas simulaciones diferentes a las que son presentadas en los
articulos de referencia.

2. Algunos conceptos ecolégicos
En esta seccién presentamos aquellos conceptos de ecologia relevan-

tes para el entendimiento del modelo, los cuales fueron tomados
primordialmente del libro de Ecologia y Medioambiente [7].
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2.1. Organizacién ecolégica

En ecologia, los objetos de estudio se pueden observar en diferentes
niveles de jerarquia. Estos niveles de organizacién, empiezan desde
el individuo, especie, poblacién, comunidad, ecosistema, bioma y
por ultimo, la biosfera. En este caso, se hablara de las caracteristicas
de los biomas, poniendo un enfoque especial en la sabana y los
bosques tropicales (los objetos de estudio de este trabajo).

Bioma, es un sistema ecolégico constituido por una gran zona
geogréfica generalmente ubicada a una cierta latitud. El 4rea que
ocupa no se encuentra del todo delimitada, pues mas bien un
bioma da paso a los adyacentes de forma gradual, sin embargo, su
fisionomia nos permite distinguirlos de forma mas o menos fécil
debido a que presentan una cierta homogeneidad en cuanto a la
forma en como estan estructurados, su organizacién y sus patrones
de funcionamiento. Entre los principales tipos de biomas conocidos,
se encuentran los bosques, las sabanas, los desiertos, las tundras, y
los ecosistemas acudticos epicontinentales, litorales y ocednicos.

Sabana o pastizal, son comunidades caracterizadas por la presencia
de pastos que representan las especies dominantes del ecosistema,
pues los arboles y arbustos son escasos. Este tipo de bioma se
encuentra sobre todo en planicies y mesetas, en regiones que tienen
una larga época seca durante el afio, donde el clima es desfavorable
para los drboles que de otro modo podrian formar bosques. Por lo
general, la sabana presenta un clima tropical seco con lluvias en
verano, una temperatura promedio anual de alrededor de 20°C y
una precipitacién promedio de entre 250 y 2000 mm.

Bosque tropical, es un ecosistema con fauna y flora muy diversas,
cada especie con frecuencia presenta una poblacién no tan numerosa,
pero si muy diseminada, por lo que no suele existir una clara especie
dominante. La mayoria de los bosques tropicales se ubican a baja
altitud y cercanas a la costa. Su clima suele ser cdlido htiimedo,
con temperaturas promedio cercanas a los 27°C que no varfan
précticamente con las estaciones o con la noche. La precipitacion
suele ser abundante y equitativamente repartida en todos los meses
del afio, por lo regular de mas de 1000 mm anuales, aunque en
algunas areas del amazonas o del sureste de Asia puede superar los
4000 mm por afio.

Sucesién ecolégica, es la variacién temporal no estacional de la
diversidad de especies que constituyen a una comunidad. Para que
una sucesién ecolégica tenga lugar es necesaria la existencia de
un disturbio que afecte e incluso elimine a los organismos de la
comunidad, dejando espacios abiertos a la colonizacién de nuevos
organismos.

2.2. Estabilidad ecolégica

El término estabilidad, en el contexto ecolégico es multifacético.
Dicho concepto puede referirse a la persistencia que tiene un eco-
sistema para preservar su estado a través del tiempo, esto quiere
decir que un ecosistema que perdure durante mds tiempo, serd mas
estable. Por otra parte, también se puede hablar de estabilidad en
términos de perturbacion, esto es, si un ecosistema retorna a un
estado de equilibrio después de perturbado entonces se dice que
dicho ecosistema es estable, sin importar la magnitud de la pertur-
bacién [13, 9]. Esta tiltima definicion es equivalente a la estabilidad
asintética que se maneja en los modelos dindmicos en matematicas,
cuya definicién se discute en el apéndice.

La estabilidad es un concepto que puede tener varias clasificaciones,
dependiendo de la magnitud de la perturbacién o de acuerdo a
la coexistencia de mas de un estado estable. A continuacién se
presentan algunas de estas clasificaciones.

Estabilidad local y global. Se dice que un sistema posee estabilidad
local cuando es estable sobre pequefias perturbaciones de corta
duracién, mientras que la estabilidad global se refiere a un sistema
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altamente resistente al cambio en la composicién de especies y/o la
dindmica de la red alimentaria.

Estados estables alternativos. Un sistema posee estados estables
alternativos si bajo las mismas condiciones externas (carga de nu-
trientes, temperatura, entre otras) puede establecerse en diferentes
estados estables. Este nombre esta reservado especialmente cuando
se trabaja con modelos [8].

3. Modelo de Staver y Levin

El modelo del cual hablaremos en esta seccién es el propuesto por
Staver y Levin en [15], el cual busca establecer la dindmica entre
los biomas de sabana y bosques, reduciendo la poblacién vegetal
a arboles de bosque (F), drboles de sabana (T), drboles jovenes de
sabana (S) y pastos (G), bajo los efectos tipicos del fuego, la lluvia y
la competencia por el espacio (ver Figura 1). El modelo en cuestion
es temporal, debido a que no es espacialmente explicito pues todo
el espacio se contabiliza implicitamente teniendo en cuenta que es
ocupado por G, S, T o F en todo instante de tiempo, es decir,

G +SMH) +T(H) +F() =1, Yt=0. )

3.1. Descripcién del modelo

Los supuestos del modelo son:

1. El fuego genera disturbios en los ecosistemas, produce un
proceso de sucesién ecoldgica, por tal motivo, se observa
una jerarquizacién forestal en donde, la hierba se planta ini-
cialmente, posteriormente llegan al lugar los arboles j6venes
y por ultimo se establecen los drboles adultos.

2. Lahierba dificulta la formacién de arboles adultos al retrasar
el reclutamiento de arboles jévenes a adultos.

3. Los drboles jévenes de sabana son producidos por los drboles
adultos de sabana en proporcién a la densidad de drboles.

4. Al morir los drboles (tanto de sabana como de bosque) son
reemplazados por la hierba.

/ Hierba (G)

~

/( kS N
/| ™\
[\

/i ; Arboles de sabana Jovenes (S) |-

[ \yr w

| S aSF |
\\ \ : |
\ - Arboles de sabana adultos (T) |
\
\
oF \\ i " aGF
—| Arboles de bosque (F) ’

Figura 1: Diagrama de flujo del modelo (Adaptacién de figura en

(15]).

Con lo antes expuesto se presenta a continuacion el sistema de
ecuaciones que representa el modelo de Staver y Levin, ademas, en
la Tabla 1, se presentan las variables de estado y demograficas del
modelo asi como su interpretacién ecolégica.
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‘fi_f = uS +T + $(G)F — BGT — aGF

% = BGT - w(G)S — S — aSF

dd_f = w(G)S - yT - aTF ?
‘;_f =[a(1-P-¢G)]|F

Los drboles jovenes de sabana se establecen en espacio ocupado s6lo
por pasto y en proporcién al niimero de drboles adultos de sabana
presentes en el sistema (tasa constante ). El reclutamiento de drboles
de sabana jovenes a adultos se da a una tasa w(G) en proporcion a la
cantidad de drboles jévenes de sabana disponibles. Cuando mueren
los drboles dicho espacio es ocupado por el pasto de acuerdo a la
cantidad de arboles en el sistema (tasas y, ¥ y ¢(G)). Los drboles de
bosque se establecen en espacios ocupados por hierba y drboles de
sabana en proporcién a la cantidad de dichos drboles disponibles
(tasa constante «).

Tabla 1: Pardmetros y variables del modelo.

Simbolo Interpretaciéon Ecolégica

Variables de Estado:

Hierba o pastos.

Arboles de sabana jévenes.
Arboles de sabana adultos.
Arboles de bosque.

mN w0

Parametros demograficos:

a Tasa de nacimiento de arboles de bosque (F).

B Tasa de nacimiento de drboles de sabana
jovenes (S).

) Tasa de reclutamiento de arboles jévenes (S) a
adultos (T) de sabana.

¢ Tasa de mortalidad de los drboles de bosque (F).

u Tasa de mortalidad de drboles de sabana
adultos (T).

Y Tasa de mortalidad de drboles de sabana
jovenes (S).

El modelo incorpora dos suposiciones fundamentales sobre la ecolo-
gia de la sabana. Primero, se asume que la propagacién del fuego en
la sabana depende de la abundancia del pasto, como se refleja en la
funcién w(G) y ¢(G). La sabana con una cobertura arbérea por debajo
del 40 % se quema con frecuencia, pero el fuego es casi inexistente en
los sistemas con cobertura arbérea por encima del umbral del 40 %.
Se incorpora esta respuesta no lineal de frecuencia de incendios a
la abundancia de pasto a través de w(G), el reclutamiento de plan-
tulas en arboles. El fuego rara vez mata a los arboles jovenes de la
sabana, que pueden rebrotar después del fuego, y rara vez afecta a
los arboles adultos. El fuego impone un control importante sobre
el reclutamiento de arboles jévenes a adultos. Estas caracteristicas
de los sistemas de sabana significan que el reclutamiento de drboles
debe ser alto cuando la abundancia de pastos (y la frecuencia de
incendios) es baja, debe disminuir rapidamente cerca del 40 % de la
cubierta de drboles y debe permanecer baja en abundancia de hierba
alta [14].

Por otra parte, la ecologia del bosque es diferente a la sabana. La
propagacion del fuego ejerce un limitante para los drboles, afectando
directamente su tasa de mortalidad ¢(G). En este caso igualmente
se asume que la propagacién del fuego en el bosque depende de
la abundancia del pasto. Es decir, la mortalidad de los arboles de
bosque intrinseca (causas ajenas a los incendios) deberia ocurrir
cuando la abundancia de pasto estd por debajo del 40 % y que la
mortalidad inducida por el fuego debe ocurrir cuando la abundancia
del pasto sea alta [15]. En este caso, se asume que w(G) y ¢(G) son
funciones suaves y poseen forma sigmoidal. La tasa de reclutamiento
de édrboles jévenes a adultos de la Sabana (w) junto con la tasa de
mortalidad de los arboles de bosque (¢) estan condicionadas por
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la propagacién del fuego y las condiciones climéticas, por tanto,
indirectamente serdn variables que dependerédn de la disponibilidad
de G (Figura 2).

f(6) )

w(G)

G

Figura 2: Gréfica de las funciones w(G) y ¢(G) (Adaptacién de
figura en [15]).

3.2. Algunos resultados del trabajo de Brhane

us

Hierba (G) BGT [ Arboles desabana | @S [ Arboles de sabana
jévenes (S) adultos (T)

yT

Figura 3: Diagrama de flujo del modelo (Adaptacién de figuras en
(4] y [2].

En esta seccién se presentan algunos resultados encontrados por
Brhane en [2]. El modelo estudiado es el planteado en [14] y [15],
sin embargo, se hace una simplicacién al no incluir los drboles de
bosque, es decir, esta enfocado sélo en el bioma de sabana (ver Figura
3). De acuerdo a lo anterior, el modelo simplificado es el siguiente

aG

i uS+yT - BGT

‘;—f =BGT - w(G)S — uS 3)
dar

i w(G)S —yT

Adicionalmente, se hace un cambio en la concepcién de la funcién
w (ver Figura 4), pues tiene una discontinuidad de salto. Por tanto,
en este trabajo se propuso definirla como una funcién a trozos (ver
Figura 4) la cual se presenta a continuacién

wo si G<a,
G—a)(wg— .
w(G) = wo—M si a<G<a+e, 4)
w1 si G>a+e,

donde wp > w; >0y 0 <a <1, ademds, € es un nimero suficien-
temente pequefio mayor que cero. Igualmente, se propone para
trabajos futuros cambiar la funcién ¢ (ver Figura 4), como se describe
a continuacion

fold si G<ua,
$G) =1 do— N0 i p<G<a+re, (5)
¢1 si G>a+e,

donde ¢ > @9 > 0y 0 < a < 1, ademds, € es un nimero suficiente-
mente pequeno mayor que cero.
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G=1
w(G)
Wq \
" N\ %©
o N
%o /o
a ate g
Hierba (G)

Figura 4: Representacién de las funcién w(G) y ¢(G) (Adaptacién
de figura en [2]).

En este caso el dominio de definiciéon de las soluciones serd el
conjunto

Q={GS5T): GST=20, G+S+T=1}

Tenemos el siguiente resultado
Teorema 1. Todas las soluciones del sistema con condicion inicial positiva
son no negativas para todo tiempo t > 0.

Demostracién. Por hipétesis tenemos que
G(0) > 0, S(0) > 0y T(0) > 0. Definimos 7 € R tal que,

T=sup{t>0, Vs<t: G(s)>0,5(s)>0,T(s)>0}.

Note que si 7 = oo entonces el teorema estd probado. Por tanto,
procederemos por contradiccién, suponiendo que 0 < T < 0. Se
tendrén tres posibilidades, G(7) = 0, S(t) = 0 6 T(t) = 0. Sin perdida
de generalidad supongamos que T(7) = 0, evaluando en 7 en el
sistema (3) y reduciendo se obtiene

aG
E(T) = puS(1),

0 = ~ (G + ] sto), ©

daT

— (1) = w(G(1)S5(1),

dt
y debemos anotar que estas ecuaciones se satisfacen puntualmente.
Supongamos que la segunda ecuacién se cumple para todo instante
de tiempo ¢, en particular, se cumplird para t = 7. Asf mismo, se

supone que w(G(7)) es constante. Por tanto, se tendra la siguiente
ecuacién diferencial de primer orden

ds

= = ~[0(G@) + ] S, @

La ecuacion (7) es denominada de crecimiento exponencial o nodelo
de Malthus cuya solucién serd

S(t) = S(O)E_[w(G(T))-F’L[]f.

Ahora, evaluando en t = 7, obtenemos S(t) = S(O)e’[“’(G(T))*P]T > 0.
Tomando la tercera ecuacién del sistema (6) se obtiene que

d
20 = 0(GE)S(@) > 0. ®)

Por otra parte, notese que

9Ty = tim LO=TO _ e ZTO
t t—1~ T—t tor- T—1t

0.
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Lo anterior, contradice el resultado obtenido en (8), en consecuencia,
se tiene que T(t) > 0 para todo t > 0. De la misma manera como
se procedi6 aqui, se puede probar que G(t) > 0, Vt > 0 (ver [2]) y
S(t) > 0, Yt > 0. Con lo cual se concluye la prueba.

Corolario 1. EI conjunto Q) es positivamente invariante.

Demostracién. Supongamos que (G(0), S(0), T(0)) € Q, es decir,
G(0) > 0, 5(0) > 0, T(0) > 0 y ademas G(0) + S(0) + T(0) = 1.
Note que sumando el sistema de ecuaciones de (3) se obtiene

aG  ds  dT

ata T Y

e integrando con respecto a t obtenemos
G(t) + S(t) + T(t) = ¢, donde c es la constante de integracién. Note
que por la condicién inicial se tiene que c = 1. Es decir obtenemos
que, G(t) + S(t) + T(t) = 1. Por tltimo, por el teorema demostrado
previamente se tiene que las soluciones serdn no negativas siempre
que t > 0. En consecuencia, cualquier solucién con t > 0 cumple las
condiciones para pertenecer a Q.

Para reducir la complejidad del sistema (3), se puede utilizar la
condicién espacial, S(t) = 1 — G(t) — T(t) para todo instante de tiempo
t > 0, con lo cual se obtiene un sistema de dos ecuaciones ordinarias
no lineales como se muestra a continuacion,

‘Z—f =u(1-T-G)+yT-BGT

©
ar
T =w(G(A-T-G)—yT

Teorema 2. El sistema de ecuaciones diferenciales no posee soluciones
periédicas en €.

Demostracién. En este caso, el conjunto solucién Q) es simplemente
conexo (pues, geométricamente es la porcién de un plano limitado
en el primer octante). Por otra parte,

d (dG d (dT

— | —==—-u-8G — | —| = -w(G) —y.
ac\ar)= P arl\a @)=y
Tomando ¢(G,T) = 1, entonces % (‘fj—?) + aiT (%) no cambia de
signo por lo menos en Q. En consecuencia, usando el criterio de

Dulac (Teorema 10) se concluye que el sistema no posee soluciones
periddicas en Q.

4. Coexistencia de hierba (G) y arboles de bosque (F)

Esta seccion la dedicamos al estudio de un caso particular del
modelo de Staver y Levin [15], en donde se conoceran las soluciones
de equilibrio del sistema con la ausencia de los drboles de Sabana
(Sy T), mirando la dindmica poblacional que puede ocurrir entre la
hierba (G) y los drboles de bosque (F) (ver Figura 5). Adicionalmente,
se tomarad la funcién ¢ tal como lo sugiere Brhane [2] (ver ecuaciéon
(5) y Figura 4). En este caso el sistema a estudiar es

Hierba (G)

aGF OF
{ Arboles de bosque (F) ]

Figura 5: Diagrama de flujo del modelo (Adaptacién de figura en
(15]).

‘Z—f = ¢(G)F - aGF
dF (109
= = [« =P -o@)|F
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4.1. Soluciones de equilibrio

Elsistema (10) se anula siempre que F = 0y G = 1, este es el equilibrio
trivial del sistema. Ahora, supongamos que los drboles de bosque
y la hierba coexisten simultdneamente (esto es F > 0 ); en este caso,
por la condicional espacial se puede reducir el sistema (10) de la
siguiente manera

’ili_f =¢(G)(1-G)—aG(1-G) (11

Proposicién 1. Las soluciones de equilibrio no triviales del sistema (10)
se obtienen cuando

:@, ﬁ:a;ﬂé).
o o

(%

Demostracién. Note que (11) se anula siempre que ¢(G) = aG. El
resultado es inmediato despejando la variable G de la condicién
anterior, posteriormente usando la condicién espacial se determina
E

El equilibrio trivial siempre es admisible. Por otra parte, las soluciones
de equilibrio no triviales serdn admisibles siempre que la tasa de
nacimientos de drboles de bosque sea superior a la tasa de mortalidad
de drboles de bosque, es decir, @ > ¢. En efecto, si ocurriese lo
contrario, el sistema evoluciona a un estado donde solo existe hierba
(G).

Definiendo una funcién g que depende de G tal que,
3G)=a-G, G e[0,1]. (12)

Se puede inferir por medio de lo anterior que toda solucién de
equilibrio del sistema debe satisfacer que ¢(G) = g(G). Asi mismo,
las soluciones de equilibrio son raices de la funcién definida como

m1(G) = g(G) — ¢(G),

donde la funcién m; representa la tasa de variacién de los drboles de
bosque. Bajo ciertas condiciones que deben satisfacer los pardmetros
demograficos, se puede garantizar la existencia de un maximo de
cuatro soluciones de equilibrio. El siguiente resultado nos da razén
de las condiciones para encontrar los equilibrios no triviales y la
cuantfa de estos.

Lema 1. Suponga que g(1) > ¢1 y € > 0 suficientemente pequeiio

1. Sig(a) < ¢ entonces existe una solucién de equilibrio no trivial
(C, I:“) para el sistema (10) tal quea +e < G < 1.

2. Sig(a) > ¢1 entonces existe una solucién de equilibrio no trivial
(G, If) para el sistema (10) tal que 0 < G < a.

3. Si ¢ < g(a) < ¢y entonces existen soluciones de equilibrio no
triviales (Gl,Fl), (GZ,FZ) y (Gg, 1:"3) para el sistema (10) tal que
0<G<aa<Cy<ateyat+te<Gy<l.

Demostracién. En primer lugar, caractericemos la funcién m11(G). La

derivada de dicha funcién es m}(G) = a — ¢'(G). Note que m{(G) > 0

siempre que 0 < G <a 6a+e€ < G <1, mientras que serd negativa si
a < G < a+e. Lo anterior garantiza que dicha funcién es estrictamente
decreciente o creciente en alguno de los tres intervalos.

1. Consideremos el intervalo 0 < G < a para el cual tenemos

mi(G) = 8(G) = ¢(G) = 8(G) — o < g(a) = Po <0,
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Entonces, la funcién m; no posee raices para 0 < G < a.
En consecuencia, no existe solucién de equilibrio en dicho
intervalo. Ahora, consideremos el intervaloa < G <a +¢€

my(a) = g(a) — p(a) = g(a) —wo <0,
mi(a+e)=g@a+e)— 1

= ga) + C(e) — ¢1 < o + C(e) =1 < 0.

Por lo anterior y teniendo en cuenta que la funcién m; posee
comportamiento estrictamente monétono, dicha funcién no
posee raices paraa < G < a + €. En consecuencia, no existe
solucién de equilibrio en dicho intervalo. Finalmente, para
este caso consideremos el intervalo a + € < G < 1. Entonces,

my(a+e) =ga+e)— ¢ =g+ CEe) -1
<o +C(e) — 1 <O,
my(1) = g(1) — 1 >0, m’(G) > 0.

Por el Teorema de Bolzano, la funcién n1; posee raices para
a+e < G < 1.Launicidad de dicha raiz se garantiza debido al
comportamiento monétono de la funcién. En consecuencia,
existe una tnica solucién de equilibrio en dicho intervalo.

. Considere el intervalo0 < G < a.

my(a) = g(a) — o > P1 —po >0, mq(0) = —¢pg < 0.

Por el Teorema de Bolzano, la funcién m; posee raices para
0 < G < a. La unicidad de dicha raiz se garantiza debido al
comportamiento monétono de la funcién. En consecuencia,
existe una tnica solucién de equilibrio en dicho intervalo.
Ahora, considere el intervaloa < G < a +¢, entonces m1(G) =
8(G) = ¢(G) > g(a) — P(G) > 1 — ¢(G) > 0. Esto prueba que
la funcién m no posee raices en el intervaloa < G < a +e.
Por tltimo considere el intervalo a + € < G < 1, entonces

my(G) = g(G) — ¢1 > gla) — ¢1 > 0,
m(1) = g(1) = ¢1 >0,
my(a+e)=gla+e)—¢r =g +le)— ¢ >0.

Por lo anterior la funcién 111 no posee raices paraa+e < G < 1.
En consecuencia tampoco existe solucién de equilibrio en
este intervalo.

. Considere el intervalo0 < G < a, entonces m; (a) = g(a)—¢o >

0, m1(0) = —¢g < 0. Por el Teorema de Bolzano, la funcién
my posee raices para 0 < G < a. La unicidad de dicha raiz se
garantiza debido al comportamiento monétono de la funcién.
En consecuencia, existe una tnica solucién de equilibrio en
dicho intervalo. Ahora, considere el intervaloa < G < a +¢,
tenemos

my(a) = g(a) — ¢o > 0,
my(a+e€) = gla+e)— 1 = ga)+Ce) — 1 <0.

Por el Teorema de Bolzano, la funcién m; posee raices para
a < G < a+e. La unicidad de dicha raiz se garantiza por
la monoticidad de la funcién. En consecuencia, existe una
tnica solucién de equilibrio en dicho intervalo. Por tltimo
considere el intervalo a + € < G < 1, entonces
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Figura 6: Existencia de soluciones de equilibrio para el caso (a) del
Lema 1.

my(1) = g(1) - ¢1 >0,
my(a+e€)=gla+e) -1 =ga)+Ce)— ¢ <0.

Por el Teorema de Bolzano, la funcién m posee raices para
a+e€ < G < 1. Launicidad de dicha raiz se garantiza debido al
comportamiento monétono de la funcién. En consecuencia,
existe una tinica solucién de equilibrio en dicho intervalo.

A continuacién presentamos algunos ejemplos donde se evidencia
la existencia de las soluciones de equilibrio no triviales de acuerdo
al lema 1.

Ejemplo 1. Considere los siguientes valores para los pardmetros demogrd-
ficos, a = 0,6, pg = 0,3,¢1 = 0,5,a = 0,45,¢ = 0,033.

Con estos valores se obtiene g(1) = 0,6 > 0,5 = ¢ y ademas,
g(a) = 0,27 < 0,3 = ¢g. En consecuencia se cumple el primer caso del
lema anterior, por tanto, existe una solucién de equilibrio tal como
lo muestra la figura 6.

Ejemplo 2. Considere los siguientes valores para los pardmetros demogrd-
ficos, & = 0,88, po = 0,25, 1 = 0,42,a = 0,52,€ = 0,001.

Con estos valores se obtiene que g(1) = 0,88 > 0,42 = ¢; y ademas,
g(a) = 0,45 < 0,42 = ¢1. En consecuencia se cumple el segundo caso
del lema anterior, por tanto, existe una solucién de equilibrio tal
como lo muestra la figura 7.

1r

0.9

0.8 - -7

0.7 |- -7

0.6 - -

Y 9(G)

0.5 s

phi(e)

0.4 -

03 -7

0.2 -7

0.1 -7

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Hierba (G)

Figura 7: Existencia de soluciones de equilibrio para el caso (b) del
Lema 1.

Ejemplo 3. Considere los siguientes valores para los pardmetros demogrd-
ficos, @ = 0,6, po = 0,28, ¢ = 0,52,a = 0,52, € = 0,001.
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Al utilizar los valores de este ejemplo se obtiene que g(1) = 0,6 >
0,52 = ¢ y ademds, ¢9 = 0,28 < g(a) = 045 < 0,42 = ¢1. En
consecuencia se cumple el tercer caso del lema anterior, por tanto,
existen tres soluciones de equilibrio tal como lo muestra la figura 8.

1r

09

0 . L . . .
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 09 1

Hierba (G)

Figura 8: Existencia de soluciones de equilibrio para el caso (c) del
Lema 1.

4.2. Anailisis de estabilidad

En esta seccién presentamos una condicién que garantiza que las
soluciones halladas en la seccién anterior sean asintéticamente
estables. En primera instancia, miremos un resultado relacionado
con la estabilidad de la solucién de equilibrio trivial.

Lema 2. La solucion de equilibrio (1,0) del sistema (10) es asintéticamente
estable siempre que g(1) < ¢1. Por el contrario, si (1) > ¢y entonces el
equilibrio (1,0) es inestable.

Demostracién. Derivando la ecuacién (11) con respecto a G y eva-
luando en G = 1 se obtiene que,

d (dG )
dG\ dt ]|,
Por el Teorema 5 (Apéndice), el sistema es asintéticamente estable
si la derivada presentada previamente es negativa, lo cual ocurre
siempre que a < ¢(1).
Proposicioén 2. Cualquier solucion de equilibrio ( 5, F) del sistema (10) es
asintdticamente estable siempre que,

=-(p() - a).
=1

a>¢'(G),
donde el lado derecho de la expresion es la derivada del pardmetro ¢.

Demostracién. Derivando la ecuacién (11) con respecto a G y eva-
luando en G = G se obtiene

4 (G
dG \ dt

Por el Teorema 5, el sistema es asintoticamente estable si la derivada
presentada previamente es negativa, lo cual ocurre siempre que

¢'(G) < a.

(—a _j(é)](d(é) - a).

G=G

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la Proposi-
cion 2.
Corolario 2. Suponga que g(1) > ¢1 y € > 0 suficientemente pequefio

1. Toda solucion de equilibrio no trivial G del modelo (10) tal que
0<G<ada+e <G < 1es asintéticamente estable.
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2. Toda solucién de equilibrio no trivial G del modelo (10) tal que
a <G <a+ees inestable.
Ejemplo 4. Considere los siguientes valores para los pardmetros demogrd-
ficos,a = 0,5, ¢ = 0,4,¢1 =0,8,a = 0,45, = 0,033.

Con estos valores se obtiene que g(1) = a = 0,5 < 0,8 = ¢;. En
consecuencia, el sistema no admite soluciones de equilibrio no
triviales, entonces la tnica solucién de equilibrio serd E; = (0,1).
Por el Lema 2, se puede aseverar que la solucién de equilibrio E; es
estable. Para analizar la estabilidad del equilibrio E;, se toma el valor
inicial (G(0), F(0)) = (0,20, 0,80). Como se observa en la Figura 9, el
sistema evoluciona rdpidamente a la solucién de equilibrio trivial.

Hierba (G)
Arboles de bosque (F) |

1

4
©

Cobertura Vegetal Gy F
o © © o o o o
N w IS 3 o ~ o

o
e

o

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
Rango de tiempo

Figura 9: Dindmica del sistema para la condicién inicial (G, F) =
(0,80, 0,20).

Ejemplo 5. Considere los pardmetros demogrdficos del ejemplo 3

De acuerdo a lo expuesto en la seccién pasada, en especial el
lema 1, existen cuatro soluciones de equilibrio E; = (1,0),E; =
(0,4667,0,5333),

Es = (0,5201,0,4799), and E4 = (0,8667,0,1333). Por el Lema 2 y
el Corolario 2, se tiene que E; y E4 son asintéticamente estables,
mientras que E1 y E3 son inestables. Si se toma el valor inicial
(G(0), F(0)) = (0,35, 0,65), el sistema evoluciona rdpidamente al equi-
librio E;, como se muestra en la Figura 10.

1 T T
Hierba (G)
09 r Arboles de bosque (F) | 1

08 r q

e
3
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S ]

o
o
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o o o o
[N w IS wn

o
e
|
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Rango de tiempo

Figura 10: Dindmica del sistema para la condicién inicial (G, F) =
(0,35,0,65).

Para estudiar la estabilidad del equilibrio E4, se toma como valor
inicial (G(0), F(0)) = (0,55, 0,45). En este caso, como se observa en la
Figura 11, el sistema evoluciona rdpidamente a este equilibrio. De
esta simulacién se puede asegurar que coexisten para el sistema dos
equilibrios simultdneamente estables.

Para el caso donde se presenta ausencia del fuego, el sistema tiende
a evolucionar a un estado donde predominan los drboles de bosque

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 2
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Figura 11: Dindmica del sistema para la condicién inicial (G, F) =
(0,55,0,45).

(en este caso se habla del equilibrio E;). Por otra parte, cuando hay
mayor incidencia de incendios, como es de esperar, la hierba se
vuelve dominante (para este caso se habla del equilibrio E4), debido
a que el fuego ejerce un limitante para los 4rboles de bosque.

5. Coexistencia de Hierba (G) y arboles de Sabana (S y T)

Esta seccién estd enfocada en encontrar las soluciones de equilibrio
del sistema con la ausencia de los drboles de bosque (F), mirando
los equilibrios y la dindmica que puede ocurrir entre la hierba y los
drboles de sabana. En este caso el sistema que se estudiara es

G

T uS +yT - pGT

Z—f = BGT — w(G)S — uS (13)
aT

i w(G)S —yT

5.1. Soluciones de equilibrio

Dentro de los equilibrios del sistema, podemos encontrar que existe
un equilibrio trivial cuando todo el espacio estd ocupado por hierba,
estoes, G =1y S =T = 0. Ahora, supongamos que los drboles de
sabana y la hierba coexisten simultdneamente (esto es, S > 0, T > 0).
Por la ausencia de bosque y teniendo en cuentaque S=1-G-T,
obtenemos la siguiente reduccién del sistema (13),

‘Z—G =u(1-T-G)+yT-pGT
d; (14)
S =@@U-T-G)=yT

Proposicién 3. Las soluciones de equilibrio no triviales (C, S, T) del
sistema (14) satisfacen que

T:(1—é)w(c) G:(w(é)+y)y Sz(l—é)y
wG)+y w(G)B w(G)+y’

Demostracién. Por la definicién de solucién de equilibrio, se obtiene
el siguiente sistema de ecuaciones
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u(1-T-G)+yT-pGT =0,

15
w(G)(1-T—=G)-yT =0. (15)
Despejando T de la primera ecuacién de (15) obtenemos T = ﬁ;g)f:/

Asi mismo, despejando la misma variable de la segunda ecuacién
G)(1-G

de (15) obtenemos T = w((”(é) = ),

previamente tenemos

igualando los resultados hallados

,_0@0-C_ (-G _ oG __ g
w@+y  p+pG-y T wG)+y u+pG-y’
Despejando la variable G obt G = WO b i
p Jan O la variable obtenemos = (A)(G)ﬁ . IFor ultimo, para

determinar la expresion faltante para S basta con utilizar la condicion
S =1-G - Ty reemplazar la expresion hallada para la variable T.
Lema 3. Las soluciones de equilibrio no triviales del sistema (14) son

admisibles siempre que w(G) (B —v) > v .

Demostracién. Para que (C, S, T) sea una solucién de equilibrio no

trivial, se debe garantizar que S, T >0, lo cual se cumple siempre
que 1 -G > 0, por tanto

(@) +p)y
w(G)p
= w(G)(B-y)—py >0.

1-6G>0=>1- >O:>w(G)ﬁ—(w(G)+y)y>O

Las soluciones de equilibrio no triviales deben satisfacer las ecua-
ciones propuestas en 3, sin embargo, basta con que se cumpla la
ecuacién para la variable G, pues las demds variables dependen de
ésta. Despejando de la condicién para G el pardmetro w obtenemos
w(G) = % Definimos la funcién f que depende de G tal que

f©) = 5t (16)

con dominio (87!, 1]. De esto se puede inferir que toda solucién
de equilibrio del sistema debe satisfacer que w(G) = f(G). Por otra
parte, las soluciones de equilibrio son raices de la funcién definida

como m(G) = f(G) — w(G).

Aparte de la condicién descrita en el Lema 3, las soluciones de
equilibrio no triviales existen siempre y cuando y~! < 1, 1o cual es
equivalente a § > y. En otras palabras, las soluciones de equilibrio
no trivial son admisibles siempre y cuando la tasa de natalidad de
arboles de sabana jovenes (S) supere la tasa de mortalidad de drboles
de sabana jovenes (S). En efecto, si ocurriese lo contrario, el sistema
evoluciona al estado donde solo existe hierba (G).

De acuerdo a las ecuaciones de la Proposicion 3 que debe satisfacer
todo equilibrio no trivial, se pueden encontrar un maximo de cuatro
soluciones de equilibrio (una de ellas es la trivial). Los dos siguientes
resultados nos dan razén sobre las condiciones que deben satisfacer
los parametros para garantizar la existencia de las soluciones de
equilibrio y su cuantfa.

Lema 4. Suponga que f(1) > w; y € > 0 suficientemente pequefio,

(a) Si f(a) > wo entonces no existen soluciones de equilibrio no
triviales para el sistema (3).
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(b) Si f(a) < wo entonces existen dos soluciones de equilibrio no
triviales (Gl,ﬁl, Tl) y (Cz, Sy, Tz) del sistema (3) con yﬁ‘l <
Gi<aya<Gy<a+e

Demostracién. La funcién f como se definié en la ecuacién (16)
es estrictamente decreciente, debido a que su derivada siempre es

negativa. Ademds, dicha funcién es continua en su dominio de
definicién, lo cual induce que m también lo sea.

(a) Considere el intervalo y~! < G < a.
m(G) = f(G) = w(G) = f(G) = wo 2 f(a) = wy >0,
m(@) = f(@) - (@) = f@) —wo >0, m(yp™) = co.

Por lo anterior la funcién m no posee raices para yg~! < G < a. En
consecuencia no existe solucién de equilibrio en dicho intervalo.

Ahora, considere el intervalo a < G < a + €, entonces

m(a) = f(a) —w(a) = f(a) —wo >0,
m@a+e)=fla+e)—w@+e)=fla+e)—w1 > f(1)—w; >0.

La derivada de la funcién m es
__YHB L Qoo
(G =y)? e
Por tanto, tenemos que m’(G) > 0ena < G <a+¢, debidoa que e
es suficientemente pequeiio. Por lo anterior la funcién m no posee

raices para a < G < a + €. En consecuencia no existe solucién de
equilibrio en dicho intervalo.

m'(G) =

Por dltimo considere el intervaloa+e < G < 1

m(G) = f(G) — w(G) = f(G) — w1 > f(1) w1 >0,
m@a+e)=fla+e)—w@+e)=fla+e)—w1 > f(1)—w; >0,
m(1) = f(1) —w(1) = f(1) = @1 > 0.
Por lo anterior la funcién m no posee raices paraa +€ < G < 1. En
consecuencia no existe solucién de equilibrio en dicho intervalo. En

conclusién no existen soluciones de equilibrio no triviales con las
condiciones dadas.

(b) Considere el intervalo y‘B’l <G<a
m(a) = f(a) — w(a) = f@) —wy <0, m(yp™") = oco.

Note que para G € (y~},a] U [a + €,1] la derivada de m serd

m'(G) = —%, debido a que la funcién w(G) es constante. En

consecuencia, m’(G) < 0. Esto prueba que la funcién m posee raices
enelintervalo yf~! < G < g, es decir que existe solucion de equilibrio
en dicho intervalo.

Ahora, considere el intervaloa < G <a +e.
m(a) = f(a) - w(@) = f(a) —wo <0, m'(G)>0,
m@a+e)=fa+e)—w@a+e)
= f(a) + O(e) — w1 > wp — w1 + O(e) > 0.
Lo anterior prueba que la funcién m posee raices en el intervalo

a < G < a+e€. En consecuencia existe solucion de equilibrio en dicho
intervalo.

Por dltimo considere el intervaloa +e < G < 1.
m@a+e)=fla+e)—w(@+e)
= f(a) +O(e) — w1 > wp — w1 +O(e) > 0,
m(l) = f(1) —w(1) >0, m'(G)<D0.

Por lo anterior la funcién m no posee raices paraa+e < G < 1, es decir

no existe solucién de equilibrio en dicho intervalo. En conclusién,
existen dos soluciones G1 y Gy talque yB! < Gy <aya< Gy <a+e
con las condiciones dadas.
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Ejemplo 6. Considere los siguientes valores para los pardmetros demo-
grificos, 1 =0,5,7=0,2,=0,7, wo =0,8,w; =0,15,a =0,4,¢e = 0,06.
Con estos valores se obtiene que f(1) = 0,2 > 0,15 = w; y ademds,
f(a) =1,25> 0,8 = wo. En consecuencia se cumple el primer caso del lema
anterior, por tanto, no existen soluciones de equilibrio tal como lo muestra
la Figura 12.

1r '

omega(G)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Hierba (G)

Figura 12: Existencia de soluciones de equilibrio para el caso (a)
del Lema 4.

Ejemplo 7. Considere los siguientes valores para los pardmetros demogrd-
ficos, u=10,6,7=0,2,5=08 wy=0,85w; =0,15,a = 0,44,¢ = 0,06.
Con estos wvalores se obtiene que f(1) = 0,2 > 0,15 = w1 y ademds,
f(a) =0,79 < 0,85 = wy. En consecuencia se cumple el segundo caso del
lema anterior, por tanto, existen dos soluciones de equilibrio no triviales,
tal como lo muestra la Figura 13.
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0.9 omega(G)
0.8 r
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o o
= (9]
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. . . . .
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Hierba (G)

o

Figura 13: Existencia de soluciones de equilibrio para el caso (b)
del Lema 4.

Lema 5. Suponga que f(1) < w1 y € > 0 suficientemente pequefio,

(a) Si f(a) > wg entonces existe una solucion de equilibrio no trivial
(G, S, T) para el sistema (3) tal que a + € < G<1.

(b) Si f(a) < wy entonces existe una solucion de equilibrio no trivial
(G, S, T) para el sistema (3) tal que yp < G < a.

(c) Siwy < f(a) < wy entonces existen soluciones de equilibrio no
trivial (Gl, Sy, Tl), (Gz, S,, Tz) y (G3, Ss, Tg) para el sistema (3)
tal que yp™' <Gy <a,a<Gy<a+eya+e<Gy<l.

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 2

Demostracién. (a) Considere el intervalo y~! < G < a.

m(G) = f(G) —w(G) = f(G) —wo = f(a) —wy >0,
m(a) = f(a) — w(a) = f(@) —wo >0, m(yp™") = co.

Esto quiere decir que la funcién m no posee raices para yf! < G < a.
Por lo tanto no existe solucién de equilibrio en dicho intervalo. Ahora,
considere el intervaloa < G <a +e.

m(@a) >0, m'(G)<0,
m@a+e)=fa+e)—wy
= f(a) + O(e) — w1 > wp — w1 + O(€) > 0.

Por lo anterior la funcién m no posee raices paraa < G <a+e€y
en consecuencia no existe solucién de equilibrio en dicho intervalo.
Por ultimo considere el intervalo a + € < G < 1, entonces m(1) =
f1)—w1 < 0,m(@+e) >0y m'(G) < 0. Lo cual significa que la
funcién m posee raices paraa + € < G < 1y en consecuencia existe
solucién de equilibrio en dicho intervalo.

(b) Consideremos el intervalo y~! < G < a, entonces tenemos que
m(a) = f(a) —wo = w1 —wp <0, m(yﬁ‘l) = oo y m’(G) < 0. Esto
prueba que la funcién m posee raices en el intervalo yg~! <G <ay
que por tanto existe solucién de equilibrio en dicho intervalo. Ahora,
considere el intervalo a < G < a + €, entonces

m(a) = f(a) —wo < w1 —wo <0, m(G)>0,
m(@+e)=fla+e)—w@+e) = f(a)+O0() —w <0.

Lo anterior prueba que la funcién m no posee raices en el intervalo
a < G < a+ e. En consecuencia no existe soluciéon de equilibrio en
dicho intervalo. Por dltimo considere el intervaloa + ¢ < G < 1.

m(@a+e€) <0, m'(G)<0ym(l)=f(1) —w(1) <O0.

Por lo anterior la funcién m no posee raices paraa+€ < G < 1.
En consecuencia no existe soluciéon de equilibrio en dicho intervalo.
En conclusién, existe una solucién G tal que 87! < G < a con las
condiciones dadas.

(c) Considere el intervalo yﬁ‘l < G < a. Entonces, m(a) = f(a) — wp <
0,m(yp1) = 0o, m’(G) < 0. Lo anterior prueba que la funcién
m posee raices en el intervalo ' < G < a y en consecuencia
existe solucién de equilibrio en dicho intervalo. Ahora, considere el
intervaloa < G <a+e.

m(a) = f(a) —wy < w1 —wp <0, m(G)>0,
m(@a+e€) = fla+e€)—wr = f(a) +O(e) —wr > 0.

Esto prueba que la funcién m posee raices en el intervaloa < G < a+e
y por lo tanto existe solucién de equilibrio en dicho intervalo. Por
altimo considere el intervalo a + € < G < 1, para el cual tenemos que
m(a+e) > 0,m'(G) <0,ym(l) = f(1) — w(1) < 0. Por tanto la funcién
m posee raices paraa +€ < G < 1. En consecuencia existe soluciéon de
equilibrio en dicho intervalo. En conclusién, existen tres soluciones
de equilibrio G1, G, y Gs tal que 87! < G1 <a,a <Gy <a+ey
a+ € < Gz <1 con las condiciones dadas.

Ejemplo 8. Presentamos algunas simulaciones para el lema anterior

a) Considere los siguientes valores para los pardmetros demogrdficos,
u=037v=038=07 wy=06w; =04,a=05e€=0,05
Con estos valores se obtiene que f(1) = 0,225 < 04 = w1 y
ademds, f(a) = 1,8 > 0,6 = wp. En consecuencia se cumple el
primer caso del lema anterior, por tanto, existe una solucion de
equilibrio tal como lo muestra la Figura 14.
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| ---- 1(G)
omega(G)

0 . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Hierba (G)

Figura 14: Existencia de soluciones de equilibrio para el caso (a)
del Lema 5.

b) Consideramos ahora los siguientes valores para los pardmetros
demogridficos, p = 0,4,y = 0,2, = 0,6, wg = 0,75, w1 = 0,6,
a=0,6,€=0,01. Se obtiene que f(1) = 0,2 < 0,6 = w; y ademds,
f(a) = 0,5 < 0,6 = wy. En consecuencia se cumple el segundo
caso del lema anterior, por tanto, existe una solucion de equilibrio
tal como lo muestra la Figura 15.

' ---- {(G)
0.9 - ! omega(G)

0 . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Hierba (G)

Figura 15: Existencia de soluciones de equilibrio para el caso (b)
del Lema 5.

c) Considere los siguientes valores para los pardmetros demogridficos,
1£=027y=01,8=08 w =02 w; =0,08a=04¢e =0,1
y € = 0,08. Con los pardmetros mencionados previamente se
cumple el caso (c) del lema anterior. Se tienen tres soluciones de
equilibrio, sin embargo, dicha existencia depende del pardmetro €.
En la Figura 16 se observa que para € = 0,01 se logran obtener las
tres soluciones (caso A). Mientras que cuando se toma € = 0,08
solo se obtiene una solucién (Caso B).

5.2. Analisis de estabilidad

En esta seccion se determina una condicion para que las soluciones
halladas en la seccién anterior sean asint6ticamente estables. En pri-
mera instancia, miremos un resultado relacionado con la estabilidad
de la solucién de equilibrio trivial.
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Figura 16: Existencia de soluciones de equilibrio para el caso (c)
del Lema 5.

Teorema 3. Siw; (B —y) < yu entonces el equilibrio (1,0, 0) del sistema
(14) es asintdticamente estable.

Demostracién. La matriz de linealizacién en la solucién de equilibrio
trivial es
— —H w1
1,0,0) = 17

JAOD=, yop —(@i+7) 1
Note que la traza de esta matriz es negativa. En consecuencia, se debe
garantizar que det[(1,0,0) > 0 para concluir que la solucién es asin-
toticamente estable (Teorema 5). Esto es, det J(1,0,0) = u (w1 +y) +
w1 (y — p — B) > 0, entonces debemos tener que py + w1y — w1 >0
6 uy — w1 (B —y) > 0. En conclusion, el equilibrio trivial es estable
siempre que wi(f —y) < yu.

A continuacion, presentamos un resultado que nos ayudard a deter-
minar la estabilidad de las soluciones de equilibrio no triviales por
medio de la funcién f, descrita en (16).

Proposicién 4. Cualquier equilibrio no trivial (G, S, T) es asintéticamente
estable siempre que

o' (G) > %,
(86-7)
donde el lado izquierdo de la expresién es la derivada del pardmetro w

mientras que el lado derecho es la derivada de la funcion f, descrita en la
ecuacion (16).

Demostracion. Determinemos la matriz de la comunidad del modelo
(14),

~(u+pT) @ (GS-w(6)

y-u=pG  —(w(G)+y)

Note que la traza de la matriz es negativa, por tanto, por las con-
diciones del Teorema 5 los equilibrios antes mencionados serdn
asintdticamente estables siempre que det](é, T, §) > (0. Denotemos
como A al producto de la diagonal principal, mientras que B sera el
producto de la diagonal secundaria de la matriz | (G, T,8). Ahora se
reducird las expresiones para A y B teniendo en cuenta la Proposicién
3y el pardmetro  evaluado en G. Se haré un abuso de la notacién

para reducir escritura, tomando w = w(G) yo' = @' (G). Empecemos
por reducir A, esto es

J(G,T,8) =

1-G)w
A=(#+ﬁT)(w+)/):[wﬁ[%n(ww),

W+
:y(a)+y)+ﬁa)(1—é),
:#( By +y)+ﬁ 24 (1—@),

pG -y pG -y
:#(#V+€V_G—)/2)+ W_ﬁ (1-6),
BG -y BG -y

:%(y+ﬁé—y+ﬁ(l—é)),
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Haciendo lo propio con B obtenemos

B=(y—y—ﬁé)(a)’§—w)

A /(1_6)7/
:(y—y—ﬁG)a) —a)+)/ -wl,

A (1-6)r) w
= - _G a), v - A ’
b= -0) w5 ty) BG-y

5 (1-6)y uy
=(r-w-pG)|' | g |- ==
Mﬁ,éﬁj/) BG -y
) wy (v —u-pG)
=—(1-6)(p6 - )’ - _ )
(-0 -)or -1
o wy (v - u-pé)
=-|(1=6)(8G =)’ _ ,
(-0 -)or+ LU

Por la condicién que debe satisfacer el determinante tenemos que

det) (G, 1,8 = FLUZV B (1 6) (66— ) wr+

pG -y
+W(VT.U—5G)>O
BG -y
U2 BT (1) >
wB(1=6) e
T +(1-6)(gG-7)a’ >0

Por udltimo, despejando w” de la desigualdad anterior se obtiene la
expresion deseada.

En la seccién pasada probamos que pueden existir hasta cuatro
soluciones de equilibrio, sin embargo, no se conoce nada acerca
de su estabilidad. A continuacién se presenta un resultado, cuya
demostracién es consecuencia directa de la Proposicién 4, que da
razoén de la estabilidad de las soluciones de equilibrio no triviales.

Corolario 3. Dada una solucion de equilibrio no trivial (G, S, T) se cumple
que

a) es asintdticamente establesiyp™' <G <ada+e<G < 1.

b) esinestablesia <G <a+e.
Ejemplo 9. Considere los pardmetros demogridficos del literal c) del ejemplo
8(Caso A). De acuerdo a lo expuesto en la seccion pasada, en especial el Lema
5, existen cuatro soluciones de equilibrio que se describen a continuacion

El = (1/ 0/ O) 7
E; =(0,389,0,314,0,297),

E, = (0,250, 0,250, 0,500),
E4 =(0,438,0,312,0,250) .

Con estos valores se obtiene que f(1) = 0,03 < 0,08 = w1 y ademds, f(a) =
0,09 < 0,20 = wo, f(a) = 0,09 > 0,08 = w;. Por el Corolario 3, se puede
aseverar que las soluciones de equilibrio E1 y E3 son inestables, mientras
que las otras serdn asintéticamente estables. Para analizar la estabilidad del
equilibrio Ey, se toma el valor inicial (G(0), S(0), T(0)) = (0,50, 0,20, 0,30).
Como se observa en la Figura 17, el sistema evoluciona rdpidamente a la
solucion E,.

Por otra parte, si se toma el valor inicial (G(0), S(0), T(0)) = (0,40, 0,40, 0,20),
el sistema evoluciona rdpidamente al otro equilibrio estable, es decir E4, tal
como se observa en la Figura 18.
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Figura 17: Dindmica del sistema para la condicién inicial (G, S, T) =
(0,50,0,20,0,30).
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Figura 18: Dindmica del sistema para la condicién inicial (G, S, T) =
(0,40, 0,40, 0,20).

En términos ecoldgicos, la simulacion hecha en este ejemplo permite eviden-
ciar que coexisten dos equilibrios simultdneamente estables. Uno de ellos
estd asociado a la ausencia de fuego, en este caso se habla del equilibrio E.
Bajo estas condiciones, predominan los drboles de sabana adultos. Por otra
parte, cuando hay incidencia de incendios el sistema tiende a un estado en
el que predomina la hierba (asociado al equilibrio E4), en cuyo caso, esta es
la dindmica usual de los biomas de sabana.

Ejemplo 10. Considere los pardmetros demogrdficos del ejemplo 7. De
acuerdo a lo expuesto en la seccion pasada, en especial el Lema 4, existen tres
soluciones de equilibrio que son E; = (1,0,0), E, = (0,427,0,109, 0,464)
y E3 = (0,448, 0,115, 0,437). Con estos valores de los pardmetros se obtiene
que f(1) = 02 > 0,15 = wy y ademds, f(a) = 0,79 < 0,85 = wo.
Por el Corolario 3, se tiene que E1 y Ep son asintéticamente estables,
mientras que Eg es inestable. Si se toma el valor inicial (G(0), S(0), T(0)) =
(0,60,0,30,0,10), el sistema evoluciona rdpidamente al equilibrio E;, como
se muestra en la Figura 19.

Ahora, estudiaremos la estabilidad del equilibrio E. Para ello, tomaremos
el valor inicial (G(0), S(0), T(0)) = (0,40, 0,10, 0,50). En este caso, como se
observa en la Figura 20, el sistema evoluciona rdpidamente a este equilibrio.

Nuevamente, se obtienen dos equilibrios estables. Cuando hay incidencia de
incendios, los drboles de sabana tienden a desaparecer, evolucionando a un
estado donde la hierba es la tinica variable que se encuentra. Sin embargo,
cuando hay ausencia de fuego, los drboles adultos de sabana predominan.
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Figura 19: Dindmica del sistema para la condicién inicial (G, S, T) =
(0,60,0,30,0,10).
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Figura 20: Dindmica del sistema para la condicién inicial (G, S, T) =
(0,40,0,10,0,50).

6. Coexistencia de Hierba (G) y arboles (S,T,F)

En esta tltima seccién se presentan las multiples soluciones de
equilibrio del modelo propuesto por Staver y Levin en [15], teniendo
en cuenta las modificaciones propuestas por Brhane en [2]. Asi mismo,
se realiza un andlisis del tipo de estabilidad que posee cada equilibrio.

6.1. Soluciones de equilibrio

Inicialmente encontraremos las soluciones de equilibrio del sistema
con presencia de todas las variables de estado, es decir, hierba (G),
drboles de sabana jévenes (S), drboles de sabana adultos(T) y arboles
de bosque (F); mirando los equilibrios y la dindmica poblacional que
puede ocurrir entre ellos. En este caso el sistema que se estudiara
serd el descrito en (2).

El equilibrio trivial del sistema se presenta cuando todo el espacio es
ocupado por hierba, estoes, G=1y S =T = F = 0. Por otra parte, si
§$>0,T>0,F >0, usando la definicion 2 las soluciones de equilibrio

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 2

del sistema deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones

uS+yT + ¢(G)F — BGT —aGF =0
BGT — w(G)S — uS —aSF =0
w(G)S —yT-aTF=0

[¢a-P-¢©G)|F=0

(18)

Teniendo en cuenta que F > 0, de la tltima ecuacién de este sistema
se obtiene la condicién a (1 — F) — ¢(G) = 0, con lo cual se obtiene
que

a=(G)

a

F=

Note que la expresion anterior tiene validez siempre que a > ¢(G).
Ahora, determinemos una razén entre las variables S y T teniendo
en cuenta la segunda ecuacién del sistema (18)

_ S BG
ﬁGT—(a)(G)+y+aF)S—O S T—m

Haciendo lo propio con la tercer ecuacion de (18) tenemos

_ S _y+aG
w(G)S—-(y+u+afF)=0 = T~ )

Asf hemos probado el siguiente resultado
Proposicién 5. Toda solucion de equilibrio no trivial (G,S, T, F) del
sistema (2) debe satisfacer que,

S y+af BG

Fo a—¢(G)
T oG @G +u+aF” =~ a

donde S, T,F # 0.

Esto se puede combinar para encontrar una condicién en términos

de G,
y+aF BG
w(G)  w(G)+pu+aF
= BGw(G) = (y + aF) (1 + w(G) + aF)
= pGw(G) = (y +a - $(G)) (1 + w(G) + a - (G))

De acuerdo a la condicién presentada anteriormente, se pueden
encontrar un méaximo de cuatro soluciones de equilibrio (una de
ellas es la trivial), tal como se observa en la Figura 21.

[y + a — ¢p(@]u+ o(G) + a — $(6)]

|

] w(6)BG

f(G)

G

Figura 21: Anélisis grafico de los equilibrios internos.
Adaptacién de figura en [15].
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6.2. Analisis de estabilidad

En este apartado se determinan condiciones para que las soluciones
de equilibrio del sistema (2) sean asint6ticamente estables. En primer
lugar, se hace una reduccién del sistema por medio de la condicién
espacial, es decir, teniendo en cuenta que S(t) = 1 — G(t) — T(t) — F(t),
en cuyo caso se obtiene el sistema

‘Z—f =u(l-G~T~-F)+yT + ¢(G)F - BGT — aGF
‘;—f =w(G)(1-G-T-F) —yT—aTF 19)
o =[ea-P-0@]F

Teniendo en cuenta la forma de las soluciones de equilibrio, la matriz
de la comunidad del modelo (19) es

~ [ru+ ¢ (GF-pT~aF y-u-pG _ —p+¢(G) - aG
J(G,T,F) = @' (G)S - w(G) —(w(G) +y +aF) —(w(G) +aT) |.
-¢'F 0 —-aF

Teorema 4. Sea (G, T, F) una solucién de equilibrio no trivial del sistema
(19).

a) Si w(G) ~ 0y ¢(G) ~ 0, entonces la solucién de equilibrio es
asintdticamente estable.

b) Si w(G) < 0y ¢(G) > 0, entonces la solucién de equilibrio es
inestable.

Demostracion. (a) Para este caso la matriz de la linealizacion sera

—u-pT—af y-pu-pG  -p+¢-aG
J(G,T,F) = - —(w+y+aF) —(w+al) |.
0 0 —aF

Es evidente que la traza de la matriz jacobiana es negativa, resta
verificar las otras dos condiciones.

» Condiciéndet](G, T, F) < 0: El determinante se puede obtener
a través de
det] = —aF - detMs3, donde M33 es la menor de la matriz
J(G, T, F) que se obtiene al eliminar la tercer fila y columna.

detMzz = (u+ BT +al)(w+y+aF)—w(u+BG-7),
=(w+pT+aF)(y+afF)+w (BT + af +y) — 0BG,
=(u+w+al)(y+af)+pT (w+y +aF) - wpG,
=BT (w+y+af).

En consecuencia el determinante de J(G, T, F) es negativo
debido a que detM3z3 > 0.

= Condicién det](G,T,F) > tr](G, T,F) - ay: Por tltimo, resta
corroborar la tercera condicion, realizando algunos célculos
y utilizando lo hallado previamente con respecto al determi-
nante se obtiene que

det] —tr] -ap = al:"[_%T(w+y+aF+ %)+
a

+aF w+y+aﬁ+%+
pT

detM - detM
] y+2alF+E—_33 > 0.
aF BT
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En conclusién, una solucién de equilibrio del sistema (2), tal que
@’(G) = 0y ¢’(G) ~ 0, sera asint6ticamente estable.

(b) La traza de J(G, T, F) bajo estas condiciones es positiva, debido
a que ¢’ es suficientemente grande. Por tanto, una solucién de
equilibrio del sistema (2) es inestable.

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del Teorema 4.
Corolario 4. a) Toda solucion de equilibrio no trivial G tal que
0 <G <ada+e <G <1esasintdticamente estable.

b) Toda solucién de equilibrio no trivial G tal quea < G <a+¢€es
inestable.
Ejemplo 11. Considere los siguientes valores para los pardmetros de-
mogrdficos, 1 = 0,03, y = 0,26, B = 0,86, wp = 0,63, w1 = 0,13,a =
0,687,€1 = 0,0093, po = 0,6 y p1 = 0,68. Para las condiciones dadas, se
encuentran las siguientes soluciones de equilibrio

E;1 =(1,0,0,0),

E; = (0,6587,0,0489,0,0716,0,2208),
E3 =(0,6950,0,1115,0,0619,0,1316),
E4 =(0,7826,0,0733,0,0272,0,116) .

En este caso, por el corolario 4 se puede garantizar que E; y E4 son
asintoticamente estables, mientras que E3 serd inestable. Para analizar la
estabilidad del equilibrio E, se toma el valor inicia (G(0), S(0), T(0), F(0)) =
(0,67,0,05,0,12,0,16). Como se observa en la figura 22, el sistema evolu-
ciona rdpidamente a la solucién E,.

1
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Figura 22: Dindmica del sistema para la condicién inicial
(G,S,T,F) =(0,67,0,05,0,12,0,16).

Por otra parte, si se toma el valor inicial (G(0), S(0), T(0), F(0)) = (0,80, 0,05, 0,10, 0,05),

el sistema evoluciona rdpidamente al otro equilibrio estable, es decir Ey, tal
como se observa en la Figura 23.

En este tipo de trabajos es importante ademds de caracterizar las
soluciones de equilibrio, reconocer las soluciones periédicas que
pueden ocurrir bajo ciertas condiciones. Sin embargo, dicho andlisis
se sale de los objetivos del presente trabajo, aunque hay que aclarar
que si existen soluciones periédicas para este modelo. Si se desea
conocer més al respecto, el lector puede revisar [15].

7. Conclusiones
Al tener en cuenta las condiciones climéticas y los incendios en el
modelo y sus simplificaciones, se pudo determinar que existe un

méximo de cuatro soluciones de equilibrio en cada caso. La solucién
trivial, es decir, el estado donde el 4rea de estudio es cubierta por
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Figura 23: Dindmica del sistema para la condicion inicial
(G,S,T,F) =(0,80,0,05,0,10, 0,05).

s6lo hierba, existe sin importar la escogencia de los parametros
demogréficos.

En el caso de las soluciones de equilibrio no triviales, su existencia y
estabilidad estan condicionadas por los parametros demograficos. Se
determiné que bajo condiciones de alta y baja densidad de hierba, el
sistema ecoldgico tiende a permanecer estable; mientras que cuando
la densidad de la hierba estd intermedia el sistema es inestable. Es
decir, si se obtienen Gy, G2 y G3 soluciones de equilibrio tales que
0 < G1 < G < G3 < 1, entonces G1 y G3 serdn estables mientras
que G no lo serd. Igualmente, G3 es un equilibrio asociado a las
condiciones de mayor influencia de incendios.

Algo interesante que sugieren las simulaciones y que vale la pena
resaltar es el hecho que internamente puede ocurrir una biestabilidad
en la distribucién de los biomas.

Las simulaciones evidenciaron que cuando se presentan equilibrios
internos, la cobertura predominante tiende a seguir siéndolo, es decir,
si la cobertura arbérea tiene mayor densidad espacial, el sistema
procura alcanzar un estado de equilibrio estable en donde el espacio
ocupado por los drboles sea mayor con respecto a la hierba.

Para el caso del modelo simplificado donde solo estan presentes la
hierba y el bosque, las soluciones de equilibrio no triviales seran
admisibles siempre que la tasa de nacimientos de arboles de bosque
sea superior a la tasa de mortalidad de drboles de bosque. En efecto,
si ocurriese lo contrario, el sistema evolucionaria a un estado donde
solo existe hierba. Por otra parte, cuando se tiene en cuenta la hierba
y los drboles de sabana, se encuentra que las soluciones de equilibrio
no triviales son admisibles siempre que la tasa de natalidad de
arboles j6venes supere su tasa de mortalidad.

Debido a que el sistema ecol6gico esta influenciado permanentemen-
te por las perturbaciones, es importante ademas de lo desarrollado
en este trabajo, realizar un andlisis de las soluciones periédicas
presentes cuando se consideran todas las variables de estado.
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Apéndice: Conceptos y resultados matematicos basicos

En este apartado se presentan algunos conceptos, resultados y ejem-
plos relacionados con los sistemas dindmicos, es decir, se hara una
corta introduccion sobre sistemas de ecuaciones diferenciales aut6-
nomos, soluciones de equilibrio y estabilidad de las soluciones, los
cuales fueron extraidos en su mayoria del libro Mathematical Models
in Population Biology and Epidemiology [1].

Definiciéon 1. Sea </ un abierto de R" y f : &/ — R" una funcion. Un
sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden se llamard auténomo
si es de la forma,

T @)= (5 () (7)), (20)

donde X € of C R". Es decir, si el lado derecho de (20) no depende de la
variable independiente t.

Note que la funciéon X +— (X, f (7)) define un campo vectorial
en R" asociado al sistema de ecuaciones diferenciales (20). En este
caso, la primera componente representa el punto base y la segunda
componente especifica el vector en el punto base. Observemos que
una solucién de la forma t = ¢(f) de (20) tiene la propiedad que su
vector tangente en cada instante de tiempo t estd dado por

(o), ¢ (1) = (o), f (9(1)).

En otras palabras, si C € R" estd en la orbita de esta solucién entonces
la recta tangente a la orbita en C es generada por el vector (C, f(C))
[4].

Ejemplo 12. . A continuacién se presentan algunos sistemas auténomos
de ecuaciones diferenciales

= (Ecuacion de Verhulst) También denominado modelo logistico. Fue
propuesta en 1838 por el matemdtico Pierre Verhulst con el fin
de representar el crecimiento de poblaciones en donde la tasa de
crecimiento relativa no permanece constante sino que disminuye
conforme aumenta la poblacién [3]. A continuacioén se presenta el
modelo logistico,
dx
i x(r — px),
donde x(t) representa el tamafio de la poblacion en el tiempo t,
mientras que r y u son constantes.

» (Ecuaciones de Lotka-Volterra) También conocidas como modelo
predador-presa, dichas ecuaciones fueron propuestas en 1926 por
el matemdtico italiano Vito Volterra en conexién con el estudio
de poblaciones de peces [3]. A continuacién se presentan las

ecuaciones,
B = xd - by,
iy @1
i y(—p +cx).

Donde x(t) y y(t) representa la poblacion de presas y predadores
existentes en un instante t, respectivamente. Mientras que b, c, u
y A son constantes.

= (Modelo SIR) Un modelo importante en epidemiologia es el modelo
SIR, que describe la dindmica de una enfermedad que confiere in-
munidad contra la reinfeccién [1]. En este caso, S, 1 y R representan
la densidad de individuos susceptibles, infecciosos y recuperados de
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alguna enfermedad, respectivamente. A continuacion se presenta

el modelo SIR simple,
ds
ar = hsL
dl
E = ‘BSI — )/I,
dR
a0t

Donde B y y representan la tasa de reclutamiento de susceptibles a
infectados y de infectados a recuperados, respectivamente.
Definicién 2. Un punto X« € < se dice que es un equilibrio (0 un

punto estacionario) del sistema autdnomo (20) si satisface que f(X ) = 0.
Ejemplo 13. Calculemos los puntos de equilibrio para el sistema predador-
presa. Aplicando la definicion al sistema (21) se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones,

x(A=by) =0; y(—p+cx)=0.

Para encontrar las soluciones de equilibrio, se utilizardn dos casos, teniendo
en cuenta si x se anula o no.

= Six =0, reemplazando en la sequnda ecuacién obtenemos igual-
mente que y = 0. Por tanto, el equilibrio trivial del sistema de
predador-presa es (0,0).

» Six # 0, de la primera ecuacion se obtiene que y = A/b. Ahora,
de la segunda ecuacién obtenemos x = (i/c. Por tanto, un punto
estacionario no trivial del sistema es (%, %)‘

Definicién 3. Se define la matriz de la linealizacién (o matriz de la
comunidad) en el punto X o como la matriz Jacobiana de f evaluada en el

punto estacionario, esto es | I (_x>oo) = (% (_x)m))

.« s e . . .z . I 4 7
Definicion 4. La linealizacion del sistema (20) en el equilibrio X « estd
dado por el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,

dx — -
d—f=ff( w) X

Un resultado importante en el estudio cualitativo de los sistemas
auténomos se conoce como el Teorema de Hartman-Grobman. De
manera escueta, esta proposicién garantiza que si todos los valores
propios de | f(? ) poseen parte real distinta de 0, entonces el sistema
(20) en cercanias del equilibrio cualitativamente posee el mismo
comportamiento de su linealizacién. Para mas detalles acerca de este
resultado ver [4] o [12].

Ejemplo 14. Calculemos la matriz de la comunidad para el sistema
predador-presa.

Hallemos las derivadas parciales de las funciones en las ecuaciones del
sistema (21),

d 0

57 (A =by)) = A - by, %y (x(A = by)) = —bx,
d 0
o (y(~p +cx)) = cy, @ (y(—p +cx)) = —p +cx.

Ahora, se determinan dos matrices de linealizacién de acuerdo a cada punto
estacionario del sistema. Para el punto estacionario (0, 0) tenenos

J(0,0) = [3 _Ou],

y para el punto estacionario (%, %) obtenemos
](E, &) = 0 _bT# .
¢’ b a0

b

122


https://revistas.uptc.edu.co/index.php/ciencia_en_desarrollo

David Alejandro Mufioz & Marlio Paredes Gutierrez

Definicion 5 (Estabilidad). Las diferentes clasificaciones que se tienen
de un punto de equilibrio son las siguientes

s Un equilibrio X o se dzce que es estable si cada solucién X (t)
con condicion inicial X (0) suficientemente cerca del equilibrio
permanece cerca del equilibrio para todo t > 0.

= Un equlllbrlo X o se dice que es asmtotlcamente estable si cada
solucion X (£) con condicion inicial X (0) suficientemente cerca al
equilibrio tiende al equilibrio cuando t — oo.

»  Un equilibrio X « se dice que es inestable si no es estable.

La estabilidad de una solucién de equilibrio ¥ « se puede deducir
por medio de los valores propios de la matriz de la linealizacién
J f(—> ¥ ). A continuacién presentamos el resultado correspondiente
asi como su prueba

Teorema 5. Si X es un equilibrio del sistema (20) y si todos los valores
propios de la matriz de lznealzzuczon en este equilibrio poseen parte real
negativa entonces el equilibrio X o es asintéticamente estable.

La prueba de este teorema se basa en el uso de los siguientes cuatro
teoremas que en su mayoria se pueden revisar en textos de Andlisis,
ademads, las pruebas se pueden consultar en [4], donde son probados
en un caso bastante general pues todo se hace para espacios de
Banach.

Teorema 6 (Teorema de Taylor). Sea U un subconjunto abierto de X. Si
f:U— Yesdeclase Cl y x + th € U para todo 0 < t < 1, entonces

1
F+h) = F2) + 5 (h + fo T+ Wl — 5 Comyde.

Teorema 7 (Teorema del Valor Medio). Sea f : X — Y una funcion
diferenciable en un conjunto abierto U C X cona,be Uya+tb—a)e U
para todo 0 < t < 1. Si existe algiin M > 0 tal que

sup [IJf@a+tb-a)ll <M,
te[0,1]

entonces

lf () = f@ll < Mllb - all.

Teorema 8. Sea f : [a,b] — X una funcion regular, entonces

fﬂ ’ F(bydt

Teorema 9. Considere el problema de valor inicial,

% = AT +g(3 1),

< (b-a) sup|If ()l

tefa,b]

x(to) = 70~

Si todos los valores propios de A tienen parte real negatwa y exzsten
constantes positivasa > 0y k > 0 tal que ||g(_) Bl < k|| X |? cuando || Xl <
a, entonces existen constantes positivas C, b, y o que son zndependlentes de
la escogencia del tiempo inicial to tal que la solucion t — X (t) del problema
de valor inicial satisface,

X1l < CIXolle™ 1)

para todo t > ty siempre que IZoll < b. En particular, la funcién t — 7(t)
esta definida para todo t > to, la solucion cero (la solucion con valor inicial
X (to) 0), es asintoticamente estable.

Demostracién. Ahora tenemos las herramientas necesarlas parala
prueba del Teorema 1. Se haré la demostracién para X « = 0, lo que
es suficiente para el desarrollo de la prueba. Por el Teorema de Taylor

se tiene que f(x) =] f(O)x + g(_) tal que,
1
= %) — J(0)) X d
30 fo (J5(57) — ] (0)) R ds
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Por el Teorema del Valor Medio se obtiene que,

IT5(s%) = JrO)ll < lIs %]l sup ID*f(ts %),

IR sup ID?f(7))
7€[0,1]
donde D?f denota la matriz de las derivadas de segundo orden de

f. Por la suavidad de la funcién f, existe una bola B centrada en el
origen y una constante k > 0 tal que

sup [ID?f(tX) <k  ¥YX €B.
7€[0,1]

Ahora, usando el Teorema 8, y lo hecho previamente obtenemos,

g =111l - ‘

<%l sup |[J(s%) -
s€[0,1]

1
fo (J1(s7) - ] O)Fds],

s
<IZI? sup “
7€[0,1]
s
<IZIP -k,

siempre que X € B. El resultado es consecuencia directa del Teorema

Corolario 5. Sea .o/ un subconjunto abierto de R2. Si X o« es una solucion
de equilibrio del sistema (20) tal que f : o/ C R?> — R? y ademds,

tr];(¥e) <0, det] (¥ ) > 0.

Entonces el equilibrio X o es asintoticamente estable.

La demostracién de este corolario es una aplicacion inmediata del
Teorema 5.

El resultado anterior se conoce como las condiciones de estabilidad
de Routh-Hurwitz para sistemas 2 x 2. Si se considera el sistema
(20) como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 3 X 3, el
equilibrio T es asintéticamente estable si y solo si, det] f (_x>oc) <0,
tr (Feo) < Oydet]f (Feo) > tr]f (R o
determinantes de las menores principales de J¢ (700) Lo expuesto
anteriormente se conoce como las condiciones de estabilidad de
Routh-Hurwitz para sistemas 3 X 3. Una descripcién buena y precisa
del problema de Routh-Hurwitz se puede encontrar en [5].
Ejemplo 15. Si por ejemplo queremos determinar el tipo de estabilidad
de los puntos de equilibrio del sistema (21), entonces, para el caso del
equilibrio trivial (0,0), se tiene que el determinante det](0,0) = —Au <0,
en consecuencia el punto estacionario es inestuble Por otra parte, no se
puede determinar la naturaleza del equilibrio (& < % Ay con el Teorema 5 debido
a que la traza se anula.

Definicién 6. Un conjunto S C R” se denomina posztzvamente invariante
asociado al sistema (20) si para todo X (0) € S se cumple que X (£) € S para
todo t > 0.

)~a2, donde a; es la suma de los

En otras palabras, ninguna solucién que comience dentro de S podra
salir de S en el futuro. De manera analoga se puede definir el conjunto
negativamente mvarmnte

Definicién 7. Sea ¥ (t) una solucion que es a acotada cuando t — oo, se
dice que esa solucién es periddica si C* = ¥4 (t) : t = 0} es una curva
cerrada.

El siguiente resultado nos proporciona un criterio para determinar
cuando no existen soluciones periddicas en un sistema de ecuaciones
auténomas.
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Teorema 10 (Criterio de Dulac). Sea 2 un conjunto simplemente conexo
en el plano y ademds,

d d
5 = Ay, = = hlxy)

es un sistema auténomo en 9. Entonces, el sistema no posee soluciones
periddicas si existe una funcion escalar ¢ € CY(2) tal que,

Aph) | Apf)
dx Ay

no cambia de signo en 9.

Demostracién. Procedemos por contradiccién, es decir, supongamos
que existe una orbita periddica contenida en Z. Sea y la orbita
periédica con periodo 7. Por otra parte, por hipétesis se tiene la
existencia de la funcién escalar ¢, entonces se puede definir un

campo vectorial (x, y) — (—q) fa, - fl). Tenemos que

[opop)is= (o po-s)-(5.5) o

:fOT[‘q"fz‘f1+¢~f1~fz]-dt=0.

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 2

Por otra parte, sea 2" la regién contenida en Z la cual estd limitada
por la curva y. Note que 2" es simplemente conexo debido a que 2
es simplemente conexo y ademds 2 C 2. Entonces, por el Teorema
de Green tenemos que

APpfi) I(=9f)
‘f); (—¢'f2,¢'f1)'d52£1 ox - (9]/ dxdy

Apfi)  dpf)
= if 7 + dedy

Debido a que 2" posee drea positiva y ademads, la funcién en el
integrando posee signo constante, la integral anterior es diferente
de cero. Lo cual contradice lo hallado en el cédlculo anterior. En
conclusion, el sistema auténomo no posee soluciones periédicas en
2.
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