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Resumen

Se realiza la construccién implicita de una funcién estrictamente creciente, dada en el segmento [0; 1] con el conjunto de puntos
de discontinuidad, coincidente con el conjunto de nimeros racionales diddicos del mismo segmento.
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Abstract

The implicit construction of a strictly increasing function, given on the segment [0; 1] with the set of discontinuity points,
coinciding with the set of dyadic rational numbers of the same segment.
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Marco Nifio y Vladimir Strauss

1. Introduccién

Las funciones no decrecientes y su inversa generalizada también conocidas
como funcién pseudo-inversas o funcion cuartil [1-7], juegan un papel
fundamental en varias dreas de las matemdticas. La funcién no decreciente
también se conoce como funcién generatriz en la teoria de la medida y ge-
nera la medida de Lebesgue-Stieltjes, segtin se puede apreciar en [1,3,6-9].
En la teorfa de la probabilidad, la funcién no decreciente es llamada funcién
de distribucién de una variable aleatoria £, y una de sus aplicaciones es la
generacion de niimeros aleatorios en estudios de simulacién en transforma-
ciones de variables aleatorias. Asimismo, se puede observar en procesos
estocdsticos, matematicas financieras y seguros [1,3,6, 9-11]. La funcién
F no decreciente, continua por izquierda y definida en el intervalo [a;b],
puede ser presentada de manera univoca (salvo unas constantes) como la su-
ma F (x) = F.(x) 4+ Gs;(x) + Fs(x) de una funcién absolutamente continua
F¢, la funcién singular Gg; y la funcién salto Fs. Ademds, Cada sumando
puede ser trivial, e.d. ser una constante. Supongamos que el tinico sumando
no trivial es Fy [8,9,12,13] la funcién Fg(x), definida en [a;b] tiene limites
laterales que no coinciden en cada uno de los puntos ¢ € Sr C [a;b] de dis-
continuidad, y existe su respectivo salto sp(t) = Fs(t +0) — Fs(t —0) > 0.
Elsalto s¢ () en el punto ¢ € (a;b] es 1a medida discreta generada por Fs, en
la teorfa de la probabilidad la distribucion correspondiente se llama discreta.
Ademds, el conjunto S§ N [a;b] es el complemento de Sy donde la funcién
Fs es continua, el conjunto S% N [a; b] tiene medida igual a cero [8,10,11,14-
20]. Un ejemplo concreto de funcidn salto es la pseudo-inversa a la bien
conocida funcién-escalera de Cantor definida en [0; 1] y con saltos en los
ndmeros racionales diddicos; en el dicho ejemplo no es tan fécil hallar el
valor de la funcién que corresponde a cualquier argumento. Nuestra meta es
construir una funcién de saltos parecida a la mencionada y simultineamente
facil de analizar numéricamente.

2. Preliminares

Se dardn las definiciones, teoremas y corolarios necesarios para el desarrollo
de este articulo.

Definicion 2.1 Como siempre, una funcion F dada en un intervalo cerrado
[a,b], se llama no decreciente (creciente) si F(x) < F(y) (F(x) <F(y))
paratodos a < x <y <b.

Una funcién no decreciente puede tener puntos de discontinuidad. La
cantidad de tales puntos puede ser tanto finita como contable. Al mismo
tiempo, en un punto de discontinuidad xq de tal funcién, siempre existen
limites laterales. Denotemos.

Flo—0)= _ lim  F(r), M
F(xo+0)= 1lim F(r) 2)
t—xp, 1>Xx0

Definicién 2.2 Sea F una funcién no decreciente en [a,b]. La funcién F
tiene un salto total finito en el punto xg € (a;b] de discontinuidad, si los
limites laterales de la funcién F en este punto no coinciden, es decir:

sp(x0) = F(xp+0) — F(xo—0) > 0. 3)

Definicién 2.3 Sea F una funcion no decreciente en [a,b]. Sea Sr su con-
junto de puntos de discontinuidad de F en [a,b]. Sea s (x) el salto total de
la funcién F en el punto x € (a,b).

Se definen las funciones u y v en [a,b] a continuancién:

0, six=a;

“= {m) ~F(x—0), sixe (ab], @
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®

(x) = F(x+0)—F(x), six€[a,b);
"o, six=b

1. Se debe saber que u(x) es el salto a la izquierda de F en x € (a,b] y v(x)
es el salto a la derecha de F en x € [a,b).

2. Tanto u como v son funciones no negativas y
sF(x) =u(x) +v(x) =F(x+0)—F(x—0). 6)
en los puntos a y b los saltos los definimos como

sp(a) =F(a+0)—F(a) @)

sp(b) =F(b)—F(b—0). ®)

3. Ademds, F es continua en x por la izquierda si y solo si u(x) =0,y F es
continua por la derecha en x si y solo si v(x) = 0.

4. Finalmente, F es continua en [a,b] si y solo si u(x) = v(x) =0en [a,b].

Para simplificar todas las descripciones, mds abajo vamos a suponer que
cualquier funcién no decreciente es continua por la izquierda, e.d. que
u(x) = 0. Gracias a esta condicién, F(x) no tiene salto en el punto b.

Definicién 2.3 Una funcién no decreciente F(x) definida en [a; D], se lla-
ma funcién salto (jump function o saltus function en Inglés) si existe un
conjunto de puntos {x;}% ; y x; € [a;b) donde « es un nimero natural o
infinito, y {s;}%,, Y.% 15 < e es un conjunto de nimeros positivos, tales
que

F(x)=F(a)+ Z S

xeSN(ax)

x € [a,b). 9)

Claro que para tal F' tenemos Sy = S'y {s;}% es el conjunto de saltos
correspondientes.

Definicion 2.4 La funcién salto asociada a una funcién no decreciente.

Para x,y € [a,b] con x <y, S C [a,b] (S es el conjunto de puntos de
discontinuidad de la funcién F mondtona no decreciente) y se define

S(x:y] = Sﬂ(x,y], S[x7y) = Sﬂ[x,y).

Luego, se define la funcién Fy : [a,b] — R por

F(a), six=a;
Fy(x) = (10)
5(5) F(a)+ Z v(x), a<x<b
x;€SN(ax)

Llamamos a Fs la funcién salto asociada a la funcién F no decreciente.
Por otro lado Fy es continua en S¢([a,b] donde S es el complemento de S.

Teorema 2.5 Sea F una funcién no decreciente en [a,b]. Entonces, la
funcién F, = [a,b] — R, F;(x) = F(x) — Fs(x) es continua y monétona. Se
llama parte continua de F.

Corolario 2.6 Si F es una funcién no decreciente en [a,b], entonces puede
ser presentada como la suma de dos funciones no decrecientes, una de las
cuales es funcidn salto y la otra es continua. Esta representacion es univoca
si el valor de la parte continua es cero.

La definicion formal de la funcién salto hace dificil imaginarla, en el caso
cuando el conjunto S es denso. Nuestra meta es dar un ejemplo calculable
de tal funcién con un cojunto de discontinuidad bastante enriquecedor.
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3. Unas funciones auxiliares.

Consideremos la funcién

0, sit€[0;1/2];

ei(t)=<3/4, site(1/2;1] (11

o1(x), sit=n+x. xe(0;1],

parat > 1y n=1,2,.... Como podemos ver, ¢(r) estd definida para
todo ¢t > 0. Ponemos @»(t) = 1/4-@;(2t), y, en general, @ (t) =1/4-
o (2t), k=1,2,....Ponemos

F()=i(t)+@2(t) +---, 1 €[0;1]. (12)

F(t) es la funcién que buscamos.

A continuacén, se visualizan las gréficas de @; (), @2(¢) y @3(r) definidas
en el intervalo [0; 1].

w1(t)

3/4 o—e

Figura 1: Funcién @ (¢).

Funcién @, ()
0, site[0;1/4];

3/16, site(1/4;1/2]
() = (13)
0, site(1/2;3/4]

3/16, site (3/4:1]

Grifica de la Funcién @, (t)

wa(t)
3/16 o——o o—o
t
~—e ° o .
1/4 2/4 3/4 1

Figura 2: Funcién ¢,(¢).
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Funcién @3(t)
0, sit € [0;1/8];

3/64, sire(1/8;2/8)
0, sit € (2/8;3/8]
3/64, site (3/8;4/8]
93(1) = (14)
0, sit € (4/8;5/8]

3/64, site (5/8:6/8]

0, sit € (6/8;7/8]

3/64, site(7/81]

Grifica de la Funcién @3(t)
1072

wa(t)

3/64 o—e o0—e O0—e O0—e

t
“-——0—0—0—0—O0—0—>

1/8 2/8 3/8 4/8 5/8 6/8 7/8 1

Figura 3: Funcién @3(7).

4. Construccion Principal
Ahora, definimos nuestra funcién principal F como sigue

F() = 01(0) + 9a0) + 93(0) -+, 1 € [0:1]. (15)
la imagen de F estd dada por la serie

oo

F@%:Z4i4@@“WL refo,1] (16)

n=1

4.1. Primeros Pasos

Para entender mejor la construcién de la funcién F(¢) dibujamos la suma.
Se realizard la aproximacién de F(¢) con la suma de las tres primeras
funciones @ (¢), @2(7) y @3(¢) en el intervalo [0;1].

F(t) = 1(t) + 02(t) + @3(1), 1€ (0,1] an

Antes de todo notamos que la serie (15) converge uniformamente, todas
las funciones ¢; son continuas por la izquierda en [0; 1] y, ademds, son
continuas en todos los puntos no racionales diddicos, por lo tanto F(r)
también tiene estas propiedades.
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0

63/64 | o—e
60/64 | o—e

51/64 o—e
48/64 | o—e

15/64 o—e
12/64 | o—e

3/64 { o—e ¢
1/82/83/84/85/86/87/8 1

Figura 4: Funcién F(r).

Hallaremos el salto F(x) parat = 1/2,
F(1/2) = @i (1/2) + ¢2(1/2) + -+

=0+1/4-@i1(1)+1/4- @1 (2) + -
=3/4(1/4+1/4+...)=1/4.

Ahora, seat =1/241/2".m>> 1. Entonces, ¢;(1/2+41/2™) =3/4

92(1/241/2") = 1/4g1 (1+1/2"")
= 1/4(,,1(1/2171—1) -0

Om(1/24+1/2™) = (1/4)" 1y (2"2 1+ 1/2)
=(1/4" i (1/2) =0,

Ot (1/241/27) = (1/4Y" @y (2" 1 +1)
=(1/4)" @i (1) = (1/4)"-3/4,
Omia(1/241/2m) = (1/4)™ gy (2" +2)
= 1/4)" Ly (2) = (1/4)"+1.3/4,

(
)

Entonces,

F(1/2+1/2™)
=3/4+43/4(1/4" +1/4m .0
=(3/4)+ (3/4™)(1/4+1/4 +.-.)
=3/441/4™
F(1/2+40) = lim F(1/2+1/2") =3/4,

De aqui para el salto

sp(1/2) = F(1/240)— F(1/2)

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 15 Num. 2.

tenemos sp(1/2) =3/4—1/4=1/2.
Ahora, se evalua F(1/4) y F(1/4+1/2m+1)
F(1/4) = oi(1/4) + ¢2(1/4) +---

=041/4-0+1/4%¢,(1)+1/43¢,(2) +---
=1/4-(043/4+3/4+3/4+...)=1/4-F(1)2).

Anilogamente seat = 1/44-1/2"+! m>> 1. Entonces, @; (1/4-+1/2"+1) =

0
@(1/4+1/2"1) = 1 /49, (1/2+1/2™) = 3/47

@3(1/4+1/2") = 1/4¢,(1/2+1/2™)
=1/42,(1+1/2" Y = (1/4)2.0=0

Gt (1/441/2"1) = 1/4g,(1/2+1/2")
=1/4"p (2" 2 4+1/2)=(1/4)"-0=0
Pur2(1/441/2") = 1/4@1(1/2+1/27)
=1/4" g (2" 1) = (1/4)" - @i (1)
= (1/4"*"-3/4
O3 (1/4+4+1/2mF1) = 1 /420, (2" +2)
= (1/4)""2 - @1(2) = (1/4)"+2.3/4

De aqui tenemos
F(1/4+1/2"F1) =3/42 4 1 /4" .3 /44
+1/4MF2.3/441/4mF3 .3 )4+ ...
=3/42+3/42(1/4" +1/4"F2 ..
= 1/4[(3/4+3/4)(1/4" +1/4" 2 4. )]
=1/4-F(1/2+1/2™).

Por lo anterior el salto de sp(1/4) = F(1/44-0)—F(1/4) = 1/4(F(1/2+

0)—F(1/2)) = (1/4)-sr(1/2).

Anglogamente, parar = 3/4 = 1/2+1/2%
F(3/4)=F(1/2+1/2%) = g1(1/2+1/2%)+

+@2(1/241/28) +@3(1/24+1/2%) +---
=3/4+1/491(1/2)+1/# @i (1) +---
=3/4+1/4-0+1/4>.3/441/4%.3/4
F(3/4)=F(1/2+1/2%)
=3/4+1/43/4(1/4+1/42+...)]
F(3/4)=F(1/241/2%) =3/4+1/4F(1/2)
=3/44(1/4)(1/4) = 13/4*

Como el paso anterior, sea t = 3/4+1/2"+! = 1/24+1/2% + 1/2m+],

m < 2. Entonces, @y (1/2+1/22+1/2"+1) =3/4,

02(1/2+1/22 4 172"+

=1/4@((1+1/2+1/2™)
= (1/4)-(3/4) =3/4%,

03(1/241/22 +1/2mF1)
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=1/4g(1+1/2+1/2")
=1/4%p;(2+1+1/2"71
=1/40((14+1/2+1/2™)

Oni1(1/22+1/241/2m1)
=1/4@,(1+1/2+1/2")
=1/4"p 2" YA +1/2+1/2™)]
=1/4"p (2" 42" 4 1/2) = 1/4" @ (1/2)
=1/4".0,
Puia(1/241/2241/2"1)
=1/4" g (2" 2" 1)
=1/4" g (1) =1/4"".3/4
Pma(1/241/2241/27)
= 1/4" 2 (2" 427 1 2)
=1/4" 2@ (2) = 1/4"2.3/4

De aqui tenemos
F(1/241/2241/2m+1)

=@ (1/241/22 412"+
+or(1/241/22 412 ) 4.
=3/4+43/4>+1/4" o (1)+
+1/4" 21 (2) +
=3/4+43/47 414" .3/441/4m2.3/4 4
F(3/441/2"T1) =3/441/4-F(1/2+1/2™)

Calculamos el salto de F(x) en el punto 3/4
sp(3/4)=F(3/4+0)—F(3/4)

=3/4+1/4-F(1/2+0)— (3/4+1/4-F(1/2))
sF(3/4) = sp(1/4) = 1/4(F(1/2+0) = F(1/2)).

Por lo anterior, se tiene

sp(3/4) =sr(1/4) =1/4-sr(1/2).

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 15 Num. 2.

4.2. Caso general de los niimeros racionales diadicos

Seat=1/2P1 +1/2P2 41/2P3 +...4+1/2Pk, donde p; < ps < --- < px
son niimeros naturales. Nuestra meta es calcular F(¢) y F(z+1/2™), donde
m > py. Para facilitar los razonamientos, supongamos, adicionalmente que
l € p1 € p2 < --- < pg. Esta hipétesis no es principal y las férmulas
finales pueden ser adaptadas para el caso general. Entonces,

Ft)=¢i(1) +@2(t) +--- .

01(t)=0, @(t)=1/4¢:(2t)=0,...

@py (1) = 1/47" @y 1 (172412777 oy
_H/zprpﬁl) - 1/4171*1 -3/4
Ppy+1(1) = 1/471@p (14 1/2727P1 4+ 4
+1/2P7P1) =0

@p, (1) =1/4727 g, (20271 L1204
+1/2P=P2F 1y = 1 /4P271 .3 /4
Ppyr1(t) = 1/4P2p, (2727 P + 14+
+1/2P7P2) =0

Op (1) = 1/4pk71¢pk,1(2"k’1’1*' 4op—p—lg
bt 1/2)=0
Opt1 (1) = 1/4PEQ@y, (2PK7PL L 2PA=P2 oy
1) = 1473/
Opra(t) = 1/4P g, (2P PHL PPty

4o 2)=1/47F1.3/4

Sumando tenemos
F()=1/4""1.3/441/4727 1.3 /44

oo 1/APE 344 1/4PH 3 /44
F(r)=3(1/4P" +1/4P2 ... 4

Di—
+1/4Pk 1)+n; yrre
=3(1/47 +1/472 4o 4 1 /4P1) 1 /4P, (18)

Andlogamente hallamos F (¢ +1/2™):

F(t+1/2")= @i (t+1/2") + @a(t +1/2") + -
ei(r+1/2")=0, @2(t+1/2")
=1/4¢;(2t+1/2" ") =0,

Ppy (141/27) = 1/47 @y, 1 (1/241/277 P14
O Vo A RS Vi
=1/4n71.3/4
Ppy1(1+1/2") = 1/471 @, (141/2727P1 4
+...+1/2P1ﬁm +1/2m*m) =0
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Pp, (1 +1/2") =1/47" g, (272771714
F1/24 - 1 /20 P g jomepitl
=1/47271.3/4
Opyr1(t+1/2™) = 1/4P2 ¢, (2P27 P17 1 ¢
1o 1/2PEP2 4 1 /2mP2) = ()

Py (11/2") = 1/47 gy (2771
4Pl 1/2+ l/zm*pﬁl)
=1/4771.3/4
Pp1 (4 1/27) = 1/4Pk @y (2PE7P1 427 P2
ot 14 1/2"P) =0

Ou(t+1/2") = 1/4" g,y (2m—P1 =1 yom=r2mly
e 2m AT 4 1/2) =0

Q1 (t+1/2")=1/4" @ (2" P 42"7P2 .. 4
F2M TP 1) = 1/4™ .3 /4

Sumando tenemos
F(t41/2")=3-(1/4" +1/472 ... 41 /4P 1)+

3
4m+n

+3/47 4+ Y
n=1

F(t+1/2™) =3 (1/4P1 4 1/4P2 4. 41 /4Pc1) 4
+3/4P% +1/4™.
F(t+0)= lim F(r+1/2") =3 (1/4" +1/47+
m o
e 1 /4P 1) 3 /4P,

De aqui tenemos F(t 4+ 1/2™) — F(t) = 3/4P — 1 /4P = 1 /2P~ Enton-
ces, sp(r) = 1/227~1, Notemos que el salto depende no de t como tal sino
de Pk-

4.3. Caso de los puntos que no son racionales diadicos

Sear =37, a;/2/, donde otj = 0 6 @; = 1, ademds cada de dos opciones
estd realizada un ndmero infinito de veces. Consideremos ;. Si ¢¢; = 0,
entonces ¢ < 1/2, en el caso contrario # > 1/2, por lo tanto

(pl(t):Osi o :Oy(pl(t):3/4si o =1,

e.d. ¢;(t) = 3 - 0. Ahora consideremos ¢,. Segtin su definicién ¢, (1) =

1/401(21) = 1/4¢1 (a1 + X7y j1/2) = 1/41 (L7 041 /27) = & -
o, . Usando el mismo método tenemos

@) = (1/4) o (210 = (1/4) o (EA1 2 oy + £y e 1/27) =
(/4o (S5 oax1/27) = - o

p s yok—1 ok—j—1 <
Aqui usamos el hechp que la expresion Y -1 2¥/7"a; representa un ni-
mero entero no negativo.

Sumando lo anterior tenemos

F(Y a;/2) =3 Y a;/4 (19)
=1 j=1

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 15 Num. 2.

4.4. Una representacion universal

Las férmulas (18) y (19) estdn estructuradas de diferentes maneras, por esto
re-escribimos (18). Como 1/2Pk =¥ | 27/ y 1/4Pk =3.37 | 47/,
entonces (18) puede ser re-escrito como

F(Y B2y =3 B4, 20)
= =

donde B; = 1 para j = p1,p2,...,pk—1 Y j > Pk, para todos los otros casos
Bj = 0. La diferencia entre las formulas (19) y (20) estd en los coeficientes:
el conjunto {j: o; =0} es infinito numerable y el conjunto {;: B; =0}
es finito. En resumen, podemos definir la funcién F' de la siguiente manera:

Sea r € (0, 1]. Presentamos r en la forma

r=Y v/2/, 3))
Jj=1

donde y; puede tomar dos valores 0 y 1, ademds el conjunto {j: yj =1}
tiene que ser infinito y el conjunto {; : y; = 0} puede ser tanto finito como

infinito. Entonces
F(ry=3Y y/4. (22)
Jj=1

Analicemos cémo comparar dos nimeros x y y, x # y dados en la forma (21):
x=X7,6;/2 yy=Y7n;/2.Si & <m,entonces §; =0y n = 1.
Por lo tanto x = Y5, ;/2/ <¥5,1/2/ =1/2 < 1/24+¥7,1,/2 =y,
e.d. x < y. Andlogamente, si ’

G=m,L=m,. G =M Ger1 <M1, (23)

entonces x < y y viceversa. Si se cumplen las condiciones (23), entonces
flx)= 3Z§:1 /4 + 3 2 /4 = 32’}:1 n;/4 +3X7 /4 <
BYS_ /A 3L 1/ =3k /4 +1/4 < 3%k /40 +
3X 7k n;/4) = f(y), e.d. 1a funcién f es (estrictamente) creciente.

5. Conclusiones

En este articulo se realiz6 la construccién de forma pedagdgica y clara de
una funcién de salto creciente definida en [0; 1], con salto en los nimeros
racionales diddicos de dicho conjunto.
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