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Resumen

En este articulo se considera un modelo depredador-presa tipo Leslie-Gower con cooperacién de caza entre depredadores.
Esta interaccion es descrita por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, no lineal, auténomo y de tipo Kolmogorov,
con una respuesta funcional hiperbélica. Se establece la existencia de una region positivamente invariante, la acotacién de las
trayectorias, la existencia de un tnico punto de equilibrio positivo y la presencia de una curva heteroclinica. Considerando un
sistema topoldgicamente equivalente, se analiza la naturaleza del equilibrio (0,0). Ademds, se examina la cuenca de atraccién
de (0,0) y la estabilidad de todos los puntos no negativos. Este sistema presenta soluciones muy sensibles a condiciones
iniciales, ya que existe una curva separatriz que divide las trayectorias. Finalmente, se realizan simulaciones numéricas para
validar los resultados analiticos.
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Abstract

This paper proposes a Leslie-Gower-type predator-prey model with hunting cooperation between predators. This interaction is
described by a nonlinear, autonomous, Kolmogorov-type system of ordinary differential equations with a hyperbolic functional
response. The existence of a positively invariant region, the delimitation of the trajectories, a single positive equilibrium point,
and a heteroclinic curve were established. Considering a topologically equivalent system, the nature of the equilibrium (0,0)
is examined. Moreover, the basin of attraction of (0,0) and the stability of all nonnegative points are analyzed. Furthermore,
the solutions are very sensitive to the initial conditions, since there is a separatrix curve that divides the trajectories. Finally,
numerical simulations are performed to validate the analytical results.
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1. Introduccién

Recientemente, las investigaciones sobre las interacciones entre
especies han permitido un gran avance en diversos campos de la
biologia matematica, teniendo en cuenta las implicaciones de los
modelos de Alfred J. Lotka [1] y Vito Volterra [2], pioneros para
el andlisis de la interaccién depredador-presa. El presente articulo
estudia un modelo de tipo Leslie-Gower, derivado del modelo pro-
puesto por Patrick H. Leslie en 1948 [3] y modificado por May [4].
El modelo planteado se describe mediante un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias, no lineal, bidimensional y auténomo [5],
donde las ecuaciones para el depredador y la presa son funciones
de crecimiento de tipo logistico [6, 7, 8, 9]. En este tipo de modelos,
el término nx en la ecuacion del depredador (1), puede interpretarse
como la capacidad de carga dependiente de la presa, donde n es
la calidad del alimento e indica cémo los depredadores convier-
ten a las presas comidas en nuevos nacimientos de depredadores
[10, 11].

Por otro lado, la respuesta funcional es Holling tipo II o hiperbdlica.
Se presenta en ciertas interacciones cuando el nimero de presas
consumidas aumenta rapidamente al mismo tiempo que crece la
densidad de presas [4, 7, 12]. El efecto de la depredacién viene
dado por la funcién h(x) = % donde ¢ es la tasa médxima

de consumo per cdpita de los depredadores y a es el valor de la
poblacién en el que la funcién depredadora alcanza la mitad del
nivel saturado. El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias también conocido como modelo de Holling-Tanner [6,
11, 13], es una representacién general del modelo, donde x = x(t)
e y = y(r) indican los tamafios de las poblaciones de presas y
depredadores, respectivamente, para ¢ > 0 (medidas en nimero de
individuos, densidad o biomasa):

@_mo_iy_ﬂy

dr — ’

Xn(©y): ] 4 Ky *te (1)
F=w(1-50)

Todos los pardmetros son positivos, es decir, n = (r,K,q,a,s,n) €
IR&, donde r y s representa la tasa de crecimiento intrinseca de
la poblacién de presas y depredadores, respectivamente, K es la
capacidad de carga del medio ambiente (o capacidad de soporte)
de las presas.

Uno de los objetivos de este manuscrito es incorporar compleji-
dad adicional al sistema (1), como es el efecto de colaboracion o
cooperacion (hunting cooperation) para la bisqueda de alimento
entre los depredadores, tema que estd recibiendo una gran atencién
entre los investigadores [14, 15, 16, 17]. Este efecto de cooperacién
es implementado por algunos organismos vivos para mejorar la
caza, lo cual es un beneficio para la supervivencia de los depreda-
dores [15, 17]; especialmente carnivoros [18], incluyendo leones
africanos [19], perros salvajes africanos [20], pero también orga-
nismos acudticos [21]. El fenémeno de cooperacion de caza entre
los depredadores juega un papel importante debido a su interesante
dindmica. Por ejemplo, Berec [17] muestra que la cooperacion
en la busqueda de alimento desestabiliza la dindmica depredador-
presa cuando se afecta la tasa de encuentro entre depredadores y
presas, al ampliar el rango de pardmetros que permite oscilacio-
nes del ciclo limite. También Ye y Wu [15], demostraron que la
cooperacién en la caza puede ser beneficiosa para la poblacién
de depredadores al aumentar la tasa de ataque. Identificaron un
escenario en donde la cooperacion en la caza produce efectos Allee
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en los depredadores, permitiendo que estos persistan aun cuando
la poblacién de presas no los sostenga en ausencia de cooperacién
en la caza. Las respuestas funcionales de la cooperacién que se
propone en esta investigacién es un enfoque muy similar al de
Berec [17] y Hilker [14]. Se supone que depende solo de la den-
sidad de presas y en el caso del modelo de Holling-Tanner esta
dependencia es hiperbdlica, la cual genera oscilaciones sostenidas
incluso en ausencia de efectos cooperativos [10]. Suponemos que
los depredadores se benefician de esta colaboracion en la caza, de
tal forma que el éxito de los ataques a las presas aumenta con la
densidad de depredadores [14]. Se asume una respuesta funcional
de la forma

q
h(x,y)=——+by |x,
(x,y) (x+a y)
donde b > 0 es un pardmetro que describe la cooperacién de los
depredadores en la caza. En la funcién A(x,y) el término by hace
referencia a la cooperacidn en la caza. Si b = 0, se conserva el
sistema (1) sin cooperacion de caza.

La organizacién del articulo es la siguiente: en la Seccién 2, se
realiza la formulacién del modelo depredador-presa tipo Leslie-
Gower, se demuestra la existencia de una regién positivamente
invariante y la acotacién de las trayectorias del sistema (2). En la
Seccién 3, se analiza el tipo del punto singular (0,0) y se presentan
las condiciones para la existencia y estabilidad de los otros puntos
de equilibrio. En la Seccién 4, realizamos algunas simulaciones
numéricas para ilustrar los resultados mateméticos y explorar el
papel de la cooperacion de caza en el sistema. En la Seccion 5, pre-
sentamos una breve discusion sobre las implicaciones ecoldgicas
de los resultados tedricos.

2. Cooperacion de caza en un modelo depredador-presa

2.1. Formulacién del modelo

En este articulo, al introducir la cooperacién de caza en el sistema
(1), proponemos un modelo depredador-presa tipo Leslie-Gower
modificado, que es descrito por un sistema de ecuaciones dife-
renciales ordinarias, bidimensional, auténomo, no lineal y de tipo
Kolmogorov [22], definido de la siguiente manera:

%zrx(l—%)— ax y—hxyz7
X”(x7y): dy y x+a (2)
F=o(1-50)

El sistema (2) o campo vectorial Xy, (x,y) estd definido en el primer
cuadrante excepto en x = 0, es decir,

Q:{(x,y)E]Rzzx>O,y20}.

Los puntos de equilibrio del sistema (2) o singularidades del campo
vectorial X, (x,y) son: (K,0), y aquellos que estdn en la intersec-
cién de las isoclinas:

49
x+a

rx 2
=nx, Yy, - — —by- =0.
y=nx, Yy (’ K) y—by

Es decir, si (x¢,y.) es un punto de equilibrio positivo, la abscisa x,
satisface la ecuacién polinomial

p(x) = bnx3 + [% +abn2] 24 [qn —r+ %} X

—ra=0.
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Observemos que en el sistema (2) o campo vectorial X, (x,y) la
singularidad (0,0) no estd definida; sin embargo, mas adelante
mostraremos que esta singularidad tiene una gran influencia en el
comportamiento de las soluciones del sistema.

2.2. Principales resultados

Para el sistema (2) o el campo vectorial X, (x,y), se obtiene el
siguiente lema:

Lema 2.1 (Acotacion de las soluciones) Todas las soluciones del
sistema (2) estdn uniformemente acotadas.

. . ., . dx
Demostracion: Desde la primera ecuacién de (2), se obtiene @ <

rx (1 — %) con condicién inicial x(0) = xp > 0. Esto muestra que
las soluciones del sistema definido deben satisfacer la condicién
x(t) <K, ¥Vt > 0. Consideremos la funcién w(r) tal que w(t) =
x(t) +y(r), entonces

dw dx dy X gxy 5
—=—4 == 1——)— —b
dt dt dt rx( K x+a sy
_?
nx
2

X sy
1") -2
<rx( X + sy WK

Sea L > 0y reescribiendo las ecuaciones anteriores, se obtiene:

d
—W+Lw§ —%(xz—l(x)

1
7 < (57 —sy(nK)

- nkK
+Lx+ Ly

< T (xz_ Mx)

K r

)]

nk s

Realizando una nueva simplificacion obtenemos:

r (r+L)K 2
Iw< — L [y VT22
tlws K(x 2r )

5 (y_ (nK)(s+L))2

dw

dt

nk 2s

N K(r+L)? N (nK)(s+L)?

4r 4s
2 2

< K(r+L) n (nK)(s+L) .

- 4r 4s
K(r+L)> (nK)(s+L)?

+
4r 4s

Denotando N = , se tiene

0< d—w +Lw<N.
dt
Aplicando el teorema de comparacion para desigualdades diferen-

ciales [24], obtenemos

w(t) <N/L+(w(0)—=N)e 0 < limsupw(t) <N/L.

[—roo

Entonces, existe una regién R donde las soluciones estdn limitadas,
es decir,

R={(x,y) €Q/0<x+y< ¥ +eVe>o0}.
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Esto demuestra que todas las soluciones del sistema (2) estidn
uniformemente acotadas.

Para simplificar los proximos cdlculos realizaremos un cambio de
variable y un reescalamiento del tiempo, descrito a continuacién.

Lema 2.2 (Sistema topolégicamente equivalente) FEl sistema (2)
es topologicamente equivalente al siguiente sistema de tipo Kolmo-
gorov [22]:

d
?: = u((1—u)(u+A)— By
Ye (u,v): -0V (u+A)), 3)
d
d—z =Pv(u—v)(u+A),
bn*K?
dondeé:(A,B,CJ’)6]R4,conA:£,B:ﬂ,C: " y
s K r r
P=".
r
Demostracion: Sean x = Ku, e y = nKv.
d K
K—u:Ku[r(l—u)— qnrr
dt Ku+a
Uy (u,v): —bn?K*V?)
K
nK@:s 1—u nkv.
dt nKu
Factorizando y simplificando se obtiene:
du ur a
b ey )
K
252
= K
Up (1v) 9, (Ll vz) (u-ﬁ-g))?
r r K
dv  sv
Haciendo el cambio de escala del tiempo dado por
r du dudrt
Cr A Va T acar
(g )u @ drd
Se obtiene finalmente,
du 5 a qn
du _ 50 ay_om,
A
n“K a
wen=d (A )
(u,v) ( . v) u+K ),
v _s ( )< +E)
T viu—v)(ut 2
bn?K?
DeﬁniendoA:%., B:ﬂ, C= " y P = —, se obtiene el
r r

sistema (3).

Nota 1 Se ha construido un difeomorfismo ¢ : @ x R — Q x R

tal que
a
(u—l——) u
p(uu Vv, T) = KMJ’[KV, 71( T = (x7y7t)'
r

La matriz Jacobiana de la funcion ¢ es
Do(u,v,7) =
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nk? a .
donde det(Do(u,v,7)) = — <u+ —) u > 0, entonces, el difeo-
morfismo preserva la orientacion del tiempo [5, 23]. El sistema (3)
o el campo vectorial Ye (u,v) estd definido en

Q:{(M7V)€RZIMZO7VZO}.

Entonces, obtenemos un campo vectorial cualitativo (o topologi-
co) equivalente al sistema (2), dado por Y (u,v) = @ o X (x,y),

que tiene la forma Yg (u,v) = Py (u,v)()i +Pz(u,v)ai [5], donde
u %

Py (u,v) y Po(u,v) son las ecuaciones del lado derecho del sistema

3).

Nota 2 Esta parametrizacion y el cambio de escala del tiempo nos
permite obtener un sistema representativo con la menor cantidad
de parametros posible; el sistema (3) describe los comportamientos
dindmicos de todos aquellos sistemas topologicamente equivalen-
tes al sistema (2). Por lo tanto, mds importante que conocer las
implicaciones de un determinado pardmetro en el comportamiento
dindmico del sistema (2), puede ser conocer las relaciones entre
algunos de ellos, lo que permite ademds una descripcion sencilla
de las propiedades del sistema.

Lema 2.3 (Existencia de una region positivamente invariante)
El conjunto

F={(u,v) €Q:0<u<1,v>0},
es una region positivamente invariante.

Demostracion: Claramente, el sistema (3) es de tipo Kolmogorov,
los ejes u = 0y v =0 son conjuntos invariantes [23]. Considerando
u = 1, obtenemos

du_ —Bv—Cv* (1+A),
Ye(Lv): g‘g )
7 =Pv(1—v)(1+A).

du . .
Como e < 0, significa que las soluciones cruzan la recta u = 1 ha-

L . . d .
cia la izquierda. Cualquiera que sea el signo de d%:}’ las trayectorias

del sistema entran en la regién I'.

3. Existencia de puntos de equilibrio positivos

El sistema (2) no estd definido en el punto (0,0), pero el sistema
(3) es topoldgicamente equivalente a una extensién continua del
sistema (2) en el punto (0,0).

Los puntos de equilibrio del sistema (3) o campo vectorial Yz (u,v)
son: (0,0),(1,0) y aquellos que estdn en la interseccién de las
isoclinas

v=uy,(1—u)(u+A)—Bv—Cv? (u+A)=0.

La abscisa u, de los puntos de equilibrio positivos (u,,v.), satisface
la ecuacién polinomial:

Pu)=Cu® + (1 +AC)> +(A+B—1u—A=0. (5

La abscisa u, de los puntos de equilibrio positivos es una solucién
de la ecuacién polinomial de tercer grado.

Lema 3.1 El polinomio p(u) posee una inica raiz real positiva.

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 16 Num. 1

Demostracion: aplicando la regla de signos de Descartes, el polino-
mio P(u) tiene una tnica raiz real positiva independiente del valor
que tome el coeficiente (A 4+ B — 1). Supongamos u, = H < 1, la
raiz real positiva que siempre existe para la ecuacién (5)y (H,H)
el punto de equilibrio que siempre existe en Q para el sistema (3).
Dividiendo el polinomio p(u) entre (u— H ), se obtiene el siguiente
polinomio:

p1(u) =Cu? + (CH+1+AC)u+[A+B—1+(CH +1+AC)H).
p1(u) es un factor de p(u) y el resto es
R(H)=CH?+ (1 +AC)H?> +(A+B—1)H - A =0.

1—H)(H+A)—CH?*(H+A
Entonces,B:( ) +I)-I (H + )

Sustituyendo en el tercer coeficiente de p;(u) el valor de B, se

obtiene el factor

(1—H)(H+A)—CH?*(H+A)
H

A+B—-1=A+ -1

Por lo tanto,
2 A
p1(u) =Cu”+ (CH+1+AC)u+ I

Todos los coeficientes de p;(u) son positivos, entonces pi () no
tiene raices reales positivas. Por otra parte, el discriminante (CH +
14 AC)? —4(AC/H) debe ser negativo; obteniendo la condicién
4AC
7 > L

H(CH+1+AC)

3.1. Naturaleza de los puntos de equilibrio

Para determinar la naturaleza de los puntos de equilibrio del sistema
(3), se requiere de la matriz Jacobiana dada por

W [B+2Cv(u+A))
Pu+A)(u—2v) |’

DYe (u,v)11

D¥g (u,v) = Pv(2u+A—v)

con DY (u,v)11 = 2uG+u* [1 = 2u—A - CV?],
donde G = (1 —u) (u+A) —Bv—Cv*(u+A).

Lema 3.2 (Naturaleza del punto (1,0)) La singularidad (1,0) es
un punto de silla hiperbdlica para todo & = (A,B,C, P).

Demostracion: evaluando la matriz Jacobiana en el punto (1,0), se

tiene:
—(1+A4) —B
0 P(1+A)|"

Claramente, el det (DY (1,0)) = —P(1 +A)? < 0; es decir, el punto
de equilibrio (1,0) es un punto de silla hiperbélica.

DY (1,0) =

Lema 3.3 (Naturaleza del punto (0,0)) E! punto de equilibrio
(0,0) es una singularidad no hiperbdlica del campo vectorial Yey
tiene un sector parabdlico y un sector hiperbdlico [25].

Demostracion: evaluando la matriz Jacobiana en el punto (0,0), se
tiene:

0 0

Por lo tanto, el origen es una singularidad no hiperbélica [23, 25].
Para desingularizar el origen, utilizaremos un blowing-up vertical
[5], dado por la funcién ¥(p,q) = (pq,q) = (u,v). Sea u = pq, y,

DY (0,0) = {0 0] .
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d 1/d d d d
v = g, entonces d—{; = 5 (d—: —pd—z), y d—z = d—:_ Haciendo un

cambio en la escala de tiempo T = g7, se obtiene:

d
ﬁzpz[(l—pq)(pqﬂ\)
- —Bq—Cq*(pg+A)]
Ye(p.q) = 6
£(pg) . ~Pp(p—1)(pg+A), ©)
4q o —
dT—Pq(p 1)(pg+A).
Si g = 0, entonces
dg dp
7 =0 dT—Ap[p P(p—1)].

Los puntos de equilibrio son: (0,0) y (27,0). Este dltimo punto
es positivo, si y sé6lo si, P > 1. La matriz Jacobiana del campo
vectorial Y (p,q) es:

_ Ye(p o)1t Ye(pog)i2
DY =[5 -
t(p.g) Ye(pg)n Ye(pq)2]’

donde,

Ye(p,q)11 = 3p*q+2Ap —4p>q* —3Ap>q— 2Bpq — 3Cp*q® —
2CApg* —3Pp*q—2PAp+2Ppq+ PA,

Ye(p,q)12=p* —2p*q—Ap® —Bp* —3Cp’q> —2CAp*q—Pp* +
sz,

Y:(p,q)21 = 2Ppq* + PAg— Pg?,

Y:(p.q)22 = 2Pp>q+ PAp — 2Ppq — PA.

Evaluando en el equilibrio (0,0), se obtiene:

= PA 0
o= )
Por lo tanto, det (DY (0,0)) = —P2A% < 0. Entonces la singulari-
dad (0,0) es un punto silla.

P
Evaluando en el equilibrio <ﬁ’0> , se obtiene:
AP (5)(1-4-P)
[P +(pty)*(P—B)
DY [ —.,0) =
P—1
0 PA
P—1
Por lo tanto,
_ P?A?
al) det(DYg (ﬁ,O)) = 7ﬁ < 0, si y sélo Si, P > 1. Enton-

P
ces la singularidad (ﬁ , 0) es un punto silla.

P2A?
“p1 > 0, siy sélo si, P < 1. Enton-

P
ces la singularidad (ﬁ , 0) depende del signo de

a2) det(DY (%,0)) -

_ PA
tr(DYg ( ,0)) =—-AP+ P_1 < 0. Entonces la singularidad

P—1

P
(ﬁ,O) es un atractor.
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En conclusidn, por el blowing-up vertical, el punto (0,0) es un pun-
to silla no-hiperbdlica en el sistema (3) con un sector hiperbélico.

P
——,0 ) estd
7 )esa

Podemos observar que cuando P < 1, el punto (P

por fuera del primer cuadrante, pero en este caso es un atractor,
aunque carece de sentido ecoldgico.

3.2. Naturaleza del tinico punto de equilibrio positivo

A continuacion, se analiza el caso de un Unico punto de equilibrio
positivo. Notemos que el campo vectorial Yg (u,v) solamente tiene
un punto de equilibrio positivo en el primer cuadrante. Previamente
requerimos el siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Existencia de una curva heteroclinica) Sean W*(0,0)

y W¥(1,0) las variedades estables e inestables de los puntos de
equilibrio (0,0) y (1,0), respectivamente; entonces existe un sub-
conjunto de pardmetros para el cual la interseccién de W*(0,0)
y W¥(1,0) es distinto de vacio, es decir, W*(0,0) "W*(1,0) # 0,
originando una curva heteroclinica que une los puntos (0,0) y
(1,0).

Demostracion: por el Lema 3.3, el punto de equilibrio (0,0) tiene

P—1
una curva separatriz con una inclinacién de v = u —5 )Y por
el Lema 3.2 el punto de equilibrio (1,0) es un punto silla. Sean
W9(0,0) = £ y W“(1,0) las variedades estables e inestables de los
puntos de equilibrio (0,0) y (1,0), respectivamente. Por el Lema
2.1, es evidente que el o — limite de W*(0,0) y el ® — limite de
W*(1,0) no estén al infinito en la direccién del eje v. Por lo tanto,
los puntos (u*,v*) € W#(0,0) y (u*,v") € W*(1,0) donde v* y v*
son funciones de los pardmetros A,B,C y P.

Es claro que si 0 < u* < 1, entonces v < Vv ysi 0 < u* < 1
entonces v* > v*. Como el campo vectorial Yg es continuo con
respecto a los valores de los pardmetros, entonces la variedad
estable W*(0,0) = £ interseca con la variedad inestable W*(1,0);
entonces existe (u*,v*) € I, tal que v* = v* = v*. Por lo tanto, esta
ecuacion define una superficie en el espacio de parametros en el
cual existe una curva heteroclinica (Figura 1).

Naturaleza del punto de equilibrio (H,H) con 0 < H < 1. Utiliza-
mos la relacién obtenida previamente:

B (1—H)(H+A)—CH?*(H+A)
- = .

Por lo tanto, el sistema (3) toma la forma:

% =1u?[(1—u)(u+A)
B ((1 —H)(H+A)—CH2(H+A)> )

Yo (u,v): H @)
7CV2(M+A)L
d
d—:_ =Pv(u—v)(u+A),
con 0 = (A,C,P) € ]Ri.
Evaluando la matriz Jacobiana en el punto (H,H), se tiene:
_ (DYyp(H,H)11 DYe(H,H)i2
DYo(H,H) = ( PH(H+A) —PH(H+A))’
donde
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Figura 1: Posibles posiciones relativas entre la variedad
estable W*#(0,0) y y la variedad inestable W*(1,0).

DYg(H,H),; =H*(1—A—2H—CH?),y
DYy(H,H)1 = —H*[B+2CH(H +A)).

Se tiene que det(DYg(H,H)) = PH3(H +A)[ B+3CH? +2H —
14+AQCH +1)].

Eldet(DYy(H,H)) >0,siys6losi, B+3CH?+2H — 1+A(2CH +
1—B—3CH?-2H

CHL1 . La traza

1) > 0, es decir, si y sélo si, A >

viene dada por:
tr(DYg(H,H)) = H[ H —2H? —CH? — PH —A(H + P)] .

H(1—2H—CH?—-P)
H+P

Sitr(DYg(H,H)) =0, entonces A =

Por lo tanto, si A > 0, 1 —2H—-CH?>-P> 0, siy sélo si, P <
1 —2H —CH>.

Haciendo

Q = (tr(DYg(H,H)))* — 4det(DYg (H,H)).

En el sistema (7), se obtiene el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Naturaleza del punto (H, H))

Sean (u*,v*) € W5(0,0) y (u*,v*) € W¥(1,0). Suponiendo 0 <
H < 1, el punto de equilibrio (H,H) en el interior del primer
cuadrante

1. Asumiendo v* > v*, se tiene que (H,H) es:

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 16 Num. 1

H(1—2H —CH?-P)
H+P ’
i) un nodo atractor, siy sélo si, Q > 0,

a) un atractor, siy sé6lo si, A >

ii) un foco atractor, siy sélo si, Q <0,
H(1—2H —CH?—-P)

H+P ’
i) un nodo repulsor, si y sélo si, O > 0,

b) un repulsor, siy sélo si, A <

ii) un foco repulsor, rodeado por un ciclo limite, si y
sélo si, O < 0,
H(1—2H—CH?—P)
H+P

¢) un foco débil, siy sélo si, A =

2. Asumiendo v* < V¥, se tiene que (H,H) es un repulsor
(nodo o foco).

Demostracion: (1) se obtiene inmediatamente, teniendo en cuenta
el signo de tr(DYy(H,H)) y P.

(2) Asumiendo que v* < v*, podemos concluir que la variedad
estable W*(0,0) se encuentra por debajo de la variedad inestable
W"(1,0) y el punto de equilibrio (H,H) es nodo o foco repulsor
[23].

Lema 3.4 Existe una bifurcacion de Hopf en el punto de equilibrio
H(1-2H —CH?—-P)
H+P

Demostracion: aplicando Teorema 3.2, podemos deducir que el
det(DYy(H,H)) es positivo y la tr(DYg (H,H)) cambia de signo.
Por lo tanto, verificando la condicion de transversalidad [26] se
comprueba que

(H,H) para el valor de bifurcacion A =

%(rr(m@ (H,H)))=—H(H+P) <0.

4. Simulaciones Numéricas

En esta seccidn, presentamos algunas simulaciones que ilustran la
cooperacion entre depredadores en el sistema (3) en términos del
comportamiento del punto de equilibrio positivo (H, H), reforzan-
do los resultados matematicos previamente establecidos. Podemos
visualizar diferentes situaciones para el sistema (3) cuando los
valores de los pardmetros cambian.

5. Conclusiones

El modelo propuesto tipo Leslie-Gower modificado con respuesta
funcional Holling tipo II y cooperacién de caza entre los depre-
dadores, presenta soluciones uniformemente acotadas, lo cual nos
permite afirmar que estd biol6gicamente bien planteado, es decir,
cualquier solucién positiva que inicie en el primer cuadrante sigue
siendo no negativa y limitada. La reparametrizacion propuesta pa-
ra obtener un sistema polinomial topolégicamente equivalente al
original, permitié simplificar notablemente los cédlculos y a su vez
realizar un estudio mds detallado del modelo. Se obtuvo un punto
de equilibrio en el origen el cual es de naturaleza cambiante. Se
encontrd un sector parabdlico y un sector hiperbdlico en el espacio
de estados. Aunque el sistema (2) no estd definido en el origen, el
sistema (3) es topoldgicamente equivalente a una extensién conti-
nua del sistema (2) en el punto (0,0). El sistema posee una curva
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Figura 2: ParaA =0,7,B=04,C=0,2y P =0,1. El
punto de equilibrio positivo (H,H) es un nodo atractor y
(1,0) es un punto de silla hiperbdlica.
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Figura 3: ParaA =0,1,B=0,7,C =02y P =0,3. El
punto de equilibrio positivo (H,H) es un foco atractor y
(1,0) es un punto de silla hiperbdlica.

//——4————-—1

D R S T S NSO
~Cido Limite
b 1

Figura 4: ParaA =0,1,B=09,C=0,5y P =0,1. El
punto de equilibrio positivo (H,H) es un foco repulsor
rodeado por un ciclo limite estable y (1,0) es un punto de
silla hiperbdlica.

separatriz, determinada por la variedad estable del punto de equi-
librio no-hiperbdlico (0,0). Esta curva divide el comportamiento

© UPTC - Revista Ciencia en Desarrollo Vol. 16 Num. 1

de las soluciones, es decir, soluciones muy préximas, pero en la-
dos diferentes con respecto a esta curva separatriz pueden tener
o — limite diferentes. Por lo tanto, las soluciones del sistema (2)
son muy sensibles a las condiciones iniciales [11].

Se demostré la existencia de un subconjunto de valores de para-
metros para el cual el punto de equilibrio positivo (H,H) es un
atractor (figuras 2 y 3), o un repulsor (Figura 4) rodeado por un
ciclo limite estable. Esto implica que las poblaciones puedan co-
existir para cierta densidad de poblacion cerca a este punto [16].
Hemos probado la existencia de una curva heteroclinica (Figura
1) que une los puntos de equilibrio (0,0) y (1,0), generada por la
variedad estable del punto de equilibrio no-hiperbélico (0,0) y la
variedad inestable de (1,0).

Es importante resaltar que la cooperacién en la caza entre los de-
predadores permite un mayor €xito en la adquisicion de alimento
para la supervivencia, pero sin la cooperacion entre los depredado-
res podria ocasionar la extincién de estos. Esta hipotesis se puede
sustentar porque en el modelo original de Leslie-Gower, es posible
afirmar que el punto de equilibrio (K,0) sea un atractor. En el
modelo propuesto similar a lo encontrado por [15, 16], el punto
de equilibrio (K,0) tiene la caracteristica de ser un punto silla, es
decir, no seria posible que la poblacién de depredadores se extinga.
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