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Resumen

Con base en los fundamentos de la teoría excursion set, se desarrolla una expresión para la función de masa en
una distribución fractal de materia. Se encuentra el espectro de potencias para una distribución fractal de materia
mediante la determinación de la varianza para una distribución de galaxias caracterizada por la dimensión fractal
masa-radio. La función de masa encontrada exhibe un buen comportamiento en comparación con la función de
masa reportada en la literatura, con una dependencia de dos parámetros; el parámetro β para una barrera móvil y la
dimensión fractal D de la distribución de materia.
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Abstract

With the foundations of Excursion Set Theory, we theoretically develop an expression for the mass function in a
fractal distribution of matter. The power spectrum for a fractal matter distribution is founded by determining the
variance for a distribution of galaxies characterized by mass-radius fractal dimension. The mass function exhibits
a good behavior in comparison with other mass functions reported in the literature, with a dependence of two
parameters, the β parameter of moving barrier and fractal dimension of matter distribution.
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1. Introducción

El marco teórico predominante que sustenta el modelo cos-
mológico estándar afirma que la estructura a gran escala en
el universo es homogénea e isótropica, lo que significa que
no hay una posición o dirección preferida en el universo
[1, 2, 3, 4].

Desde este punto de vista, las heterogeneidades observadas
se consideran locales, y se espera que disminuyan cuando
se observan a escalas suficientemente grandes [5, 6, 7]. Este
principio está respaldado principalmente por las observacio-
nes de la radiación cósmica de fondo de microondas, que
muestra una isotropía con variaciones de sólo una parte en
100.000 [8, 9, 10], así como por el razonamiento filosófico:
el universo debería parecer igual a cualquier observador,
independientemente de su ubicación o de la dirección desde
la que observe, en consonancia con el principio copernicano.

En la cosmología moderna, el principio cosmológico es funda-
mental y constituye la hipótesis central con la que se contras-
tan e interpretan tanto los datos observados como los modelos
teóricos [11]. La resolución de las ecuaciones de campo de
Einstein para un universo compuesto por un fluido ideal sin
colisiones, desarrollada por Alexander Friedmann, Georges
Lemaître, Howard Percy Robertson y Arthur Geoffrey Walker
[12, 13, 14, 15], condujo a la métrica FLRW aceptada como
la descripción estándar de la estructura espacio-temporal
del universo, en particular en estudios de distribución de
materia a gran escala.

El modelo ΛCDM se basa en este principio cosmológico,
ya que incorpora la constante cosmológica para explicar
la expansión acelerada observada del universo, un efecto
confirmado por las observaciones de supernovas de tipo
Ia [16, 17, 18]. Los investigadores debaten cada vez más
si los recientes sondeos de galaxias apoyan la hipótesis de
homogeneidad e isotropía a escalas superiores a 60 Mpc/h
[19, 20, 21, 22, 23, 24], o si, por el contrario, las galaxias están
organizadas en patrones jerárquicos muy estructurados con
propiedades fractales [25, 26, 27, 6, 28, 29, 30, 31, 32].

En la última década, el análisis fractal de las distribuciones
de galaxias ha recibido una atención significativa [33, 34, 35,
36, 37], dando lugar a resultados prometedores y estable-
ciéndose como un área dinámica de investigación en física
cosmológica [6]. Una cuestión clave que sigue sin resolverse
es si la distribución de la materia oscura fría muestra un
comportamiento fractal [38] del mismo modo que se observa
en la agrupación de galaxias. Algunos investigadores propo-
nen que la distribución de galaxias y la de materia oscura
comparten la misma dimensión fractal, actuando las galaxias
como trazadores de la materia oscura [39]. En cambio, otros
estudios sugieren dimensiones fractales diferentes: D= 3 para
la materia oscura, que implicaría una homogeneidad acorde
con el principio cosmológico, y D = 2 para la agrupación de
galaxias [27].

En trabajos como [28, 33], los investigadores abogan por
modelos multifractales para analizar mejor los halos de
materia oscura en simulaciones numéricas de N-cuerpos. Sus
hallazgos sugieren que los halos de masa similar siguen una
distribución fractal con una dimensión que aumenta a medida

que disminuye la masa. Además, la materia homogénea con
autogravedad puede desarrollar una estructura fractal debido
a interacciones gravitatorias no lineales [40]. En consecuencia,
las simulaciones cosmológicas de N-cuerpos proporcionan
un marco numérico ideal para realizar análisis fractales de la
materia sometida a fuerzas gravitatorias [41].

La adopción de una perspectiva fractal, partiendo del princi-
pio cosmológico condicional, ofrece la base para un enfoque
cosmológico alternativo [42]. Este enfoque puede utilizarse
para derivar la función de masa de los halos de materia oscu-
ra aplicando la teoría de conjuntos de excursión (Excursion
set theory) a una distribución fractal de polvo sin presión
que evoluciona dentro de un universo descrito por la métrica
de Lemaître-Tolman-Bondi [43]. Diversos análisis sobre la
agrupación a gran escala de la materia en el universo han
puesto en duda la transición a la homogeneidad actualmente
aceptada; en [44] los investigadores determinaron dimensión
fractal D = 2 para datos del SDSS mientras que [45] propuso
que la distribución fractal de galaxias debes ser interpretada
como un indicio de cosmología holográfica [30], así mismo
en [9] se observa que las fluctuaciones de temperatura en la
radiación cósmica de fondo tienen estructura fractal.

Independientemente de que exista o no una transición definiti-
va a la homogeneidad, las heterogeneidades locales plantean
importantes dudas sobre la coherencia de los modelos físicos
basados en el principio cosmológico con los datos observacio-
nales [46]. Desde el advenimiento de la relatividad general,
varios investigadores han explorado modelos cosmológicos
no homogéneos [47, 48, 49, 50, 51], ofreciendo perspectivas
alternativas sobre cosmología, desde la interpretación de
datos observacionales hasta posteriores avances teóricos. Al
interpretar las observaciones de agrupamiento galáctico en
un contexto distinto del tradicional [52, 53], se ha demostrado
que una métrica basada en el modelo de Lemaître-Tolman-
Bondi puede explicar los datos de supernovas de tipo Ia sin
invocar la constante cosmológica, al considerar un modelo
no homogéneo de materia no interactuante [54, 55, 56].

En este trabajo utilizamos la teoría de conjuntos de excursión
para hallar la función de masa de una distribución fractal de
materia en una barrera móvil.

2. Fundamentos de la teoría de Excursion Set

La forma de la función de masa para los halos de materia
oscura fue introducida originalmente por Press y Schechter
[57]. La fracción de objetos cuya masa es mayor que una masa
M es determinada mediante el uso de una ventana de filtrado
de radio R (típicamente se usa un filtro Gaussiano), que sua-
viza el campo de densidad cósmico. Los autores impusieron
la condición de que las regiones del espacio con un contraste
de densidad mayor al valor crítico

(
δc =

3
20 (12π)2/3

≈ 1,686
)

deben colapsar en estructuras virializadas, i.e., halos de mate-
ria oscura. Suponiendo que el campo de densidad de materia
inicial es gaussiano, la probabilidad de que un punto dado
en el campo haya un colapso que forme un halo de materia
oscura está determinada por :
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P (δ ≥ δc) =
1
2

[
1 − erf

(
δC

√
2σ (M)

)]
, (1)

donde erf es la funcion error y σ es la desviación estándar de
la masa del campo de densidad suavizado.

Así, la función de masa de los halos de materia oscura se
define como la densidad numérica de objetos colapsados con
masas en el rango M y M + dM:

n (M, t) dM = 2
ρ0

M

∣∣∣∣∣ ∂P (δ ≥ δc)
∂M

∣∣∣∣∣ dM

=

√
2
π

ρ0

M2

δc (t)
σ (M)

∣∣∣∣∣ d ln σ (M)
d ln M

∣∣∣∣∣ e−δ
2
c /2σ

2
(2)

utilizando el doble de la función de probabilidad.

Las limitaciones de este método se abordan en el marco de
la teoría de Excursion Set [58, 59, 60], que se basa en paseos
aleatorios markovianos. Este enfoque modela el campo de
contraste de densidad δ en un punto fijo del espacio como
una función del radio R de la función ventana WM(R) [61],
que está relacionada con la masa M ∝ ρ0R3; o, de forma
equivalente, como una función de la varianza S del campo
de densidad suavizado. La varianza del campo suavizado se
define como:

S (M) = σ2 (M) =
∑

k

〈
|δk|

2
〉

Ŵ2
M (k) (3)

donde δk y ŴM (k) son las transformadas de Fourier del
contraste de densidad y de la función ventana WM (r), respec-
tivamente.

A partir del límite δ = 0, cuando la varianza S tiende a 0
(el radio de la ventana del filtro se aproxima a infinito) se
desarrollan fluctuaciones en el contraste de densidad cuyas
amplitudes se incrementan al aumentar el valor de la varianza
(disminuir el radio del filtro aplicado). En algún valor de la
varianza S la trayectoria del contraste de densidad atraviesa
por primera vez el valor crítico δc. Esto indica la formación
de un objeto colapsado dentro del campo de densidad. Para
mayor detalle, ver [1].

Tomando el filtro como una función escalonada de Heaviside
en el espacio k [59],

ŴM (k) =

1 if k < ks (M)
0 if k > ks (M)

, (4)

donde ks es el número de onda de corte. Las trayectorias
seguidas por el contraste de densidad en función de la va-
rianza corresponden a un movimiento browniano aleatorio,
donde las fases δk están uniformemente distribuidas en el
intervalo [0, 2π] y la suma en un cascarón delgado

∑k+dk
k δk

es una variable aleatoria gaussiana [58]. Para este tipo de
variable la densidad número de trayectorias Q (S, δ) en el
intervalo (δ, δ + dδ) obedece a la ecuación de difusión:

∂Q
∂S
=

1
2
∂2Q
∂δ2 (5)

La solución de esta ecuación para la condición de valor crítico
δc corresponde a una barrera absorbente, según Chandra-
sekhar [62],

Q (S, δ, δc) =
1
√

2πS

(
e−δ

2/2S
− e−(δ

2
−2δ2c )/2S

)
. (6)

La probabilidad de que un camino sea absorbido por la
barrera en el intervalo (S,S + dS) es igual a la porción de
reducción de los caminos supervivientes bajo la barrera, es
decir:

fS (S, δc) = −
∂
∂S

∫ δc

−∞

Q (S, δ, δc) dδ =
δc

√
2πS3/2

e−δ
2
c /2S (7)

Así, la densidad numérica de halos de materia oscura en el
intervalo (M,M + dM) presentes en un momento t es:

n (M, t) dM =
ρ0

M
fS (S, δc)

∣∣∣∣∣ dS
dM

∣∣∣∣∣ dM

=

√
2
π

ρ0

M2
δc (t)
σ (M)

∣∣∣∣∣ d ln σ (M)
d ln M

∣∣∣∣∣ e−δ
2
c /2σ

2
(8)

Esta última expresión es la misma que la encontrada por
Press and Schechter [57] sin necesidad de agregar el factor 2
artificialmente.

3. Formalismo excursion set aplicado a un campo de den-
sidad no-gaussiano.

Este desarrollo analítico sólo es válido para campos de densi-
dad gaussianos, pero en nuestro caso el campo de densidad
no es gaussiano. Como se ha comentado en la sección ante-
rior, nuestro campo de densidad es localmente gaussiano. De
acuerdo con [63, 64, 65] debemos ir más allá del formalismo
estándar del conjunto de excursión (con un valor constante
de la densidad crítica). Así, es necesario representar este
comportamiento no gaussiano a través de una barrera móvil,
donde el contraste de densidad en el punto crítico es una
función lineal B (S) de la varianza S. Siguiendo a Pan [66] y
Zentner [64],

B (S) = δc + βS. (9)
En este caso el número de densidad de caminos Q (S, δ)
obedece a la ecuación de difusión con un término adicional
de deriva. En nuestro caso:

∂Q
∂S
=

1
2
∂2Q
∂δ2 + β

∂Q
∂δ

(10)

Esta ecuación se resuelve mediante el cambio de variable
Q = Ueβ[γ−βS/2] con γ = δc − δ. En la nueva variable se
simplifica de forma conocida la ecuación de la densidad
numérica de caminos, la ecuación de difusión para una
barrera fija:

∂U
∂S
=

1
2
∂2U
∂δ2 . (11)

Esta ecuación obedece a las condiciones

U
(
S, γ

)
=

δD
(
γ − δc

)
if S = 0

0 if γ = 0
. (12)

Así,

Q (S, δ, δc) =

e−β[δ+βS/2]
√

2πS

(
e−δ

2/2S
− e−(δ

2
−2δ2c )/2S

) (13)
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Análogamente, como en el caso de una barrera fija, Ecuación
(7), para esta barrera móvil tenemos

fS (S, δc) = −
∂
∂S

∫ δc

−∞

Q (S, δ, δc) dδ

= −

∫ δc

−∞

∂Q (S, δ, δc)
∂S

dδ

= −

∫ δc

−∞

[
1
2
∂2Q
∂δ2 + β

∂Q
∂δ

]
dδ

= −

[
1
2
∂Q
∂δ
+ βQ

]δc
−∞

(14)

Finalmente, para derivar y probar los límites tenemos la
expresión para la probabilidad de que un elemento de masa M
cruce la barrera lineal con una varianza en el rango (S,S + dS)

fS (S, δc) dS =
δc

√
2πS3/2

e−[δc+βS]2
/2SdS. (15)

Así, la función de masa para la densidad de número de halos
de masa M presentes en el tiempo t para esta barrera móvil
es:

dn (M, t)
dM

dM =√
2
π

ρ0

M2

δc (t)
σ (M)

∣∣∣∣∣ d ln σ (M)
d ln M

∣∣∣∣∣ e−[δc+βS]2
/2S

(16)

Esta función de masa depende de la densidadρ0 = 3H2
0ΩM/8πG

y del espectro de potencias a través de la varianza

S (M) = σ2 (M) = 4π
∫
∞

0

∣∣∣ ŴM (k)
∣∣∣ 2P (k)

k2dk
(2π)3 . (17)

Dado que nuestro interés es modelar un polvo no homogéneo
caracterizado por una comportamiento fractal, seguimos el
método propuesto en [67] para determinar la varianza de
una distribución de galaxias caracterizada por masa-radio
de dimensión fractal.

4. Espectro de potencias para una distribución fractal de
materia

Ahora, es necesaria una expresión para el espectro de po-
tencias de una distribución de galaxias caracterizada por la
dimensión fractal masa-radio. En una distribución autosimi-
lar de puntos dentro de una esfera de radio r, el conjunto se
comporta según la relación masa-radio definida como [68]:

N (r) = BrD, (18)

siendo D la dimensión fractal del conjunto. En una distribu-
ción fractal esta dimensión es menor que la dimensión del
espacio físico (D = 3 caracteriza una distribución homogé-
nea) y el pre-factor B es una fuente de información sobre la
longitud mínima en la que es posible encontrar correlaciones
fractales. Calculando la densidad numérica media dentro de
una muestra esférica de radio Rs:

n̄ =
N (Rs)
V (Rs)

=
3B
4π

R−(3−D)
s . (19)

Sin embargo, en una distribución fractal no es posible aplicar
las medidas de correlación estándar, porque se basan en
el supuesto de homogeneidad. En los trabajos [25, 67], los
autores presentan la densidad condicional como:

Γ (r) =
1
S

dN (r)
dr

=
BD
4π

rD−3, (20)

siendo S la superficie de la envoltura esférica de radio r.
La densidad condicional promedio nos permite calcular la
función de correlación de un conjunto fractal:

ξ (r) =
Γ (r)

n̄
− 1. (21)

Llamando γ = 3−D para nuestro conjunto fractal, la función
de correlación es [69]:

ξ (r) =
[

3 − γ
3

] ( r
Rs

)−γ
− 1. (22)

Según el Principio Cosmológico Condicional [70] el espectro
de potencias de una distribución fractal, que conserva la
isotropía, tiene la forma:

P (k) =
∫ Rs

0
4π

sin (kr)
kr

[
3 − γ

3

( r
Rs

)−γ
− 1

]
r2dr

=
4πRs

γ

k

[
3 − γ

3

] ∫ Rs

0
r−γ+1 sin (kr) dr

−
4π
k

∫ Rs

0
r sin (kr) dr

(23)

Aplicando la substitución u = kr, el espectro de potencias
puede expresarse de la forma

P (k) =
4πRs

γ

k−γ+3

[
3 − γ

3

] ∫ kRs

0
u−γ+1 sin udu

−
4π
k3

∫ kRs

0
u sin udu.

(24)

Así, el espectro de potencias puede escribirse en términos de
la dimensión fractal como:

P (k) =
a (Rs, k) R3−D

s

kD −
b (Rs, k)

k3 (25)

Utilizando el valor de dimensión fractal más frecuentemente
encontrada en la literatura, D = 2, a (Rs, k) y b (Rs, k) son
funciones de la forma:

a (Rs, k) =
4π
3

[2 + cos (kRs)] , (26)

b (Rs, k) = 4π sin (kRs) . (27)

El comportamiento de este espectro de potencias puede
verse en la Figura 1, para tres valores (los más altos) de
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Rs reportados en el trabajo sobre halos de materia oscura
determinados en muestras limitadas en volumen de galaxias
del SDDS-DR7 en [33].

1,0E+00
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1,0E+04

1,0E+05

1,0E+06

1,0E+07

1,0E+00 1,0E+01 1,0E+02 1,0E+03 1,0E+04

P(
k)

l[Mpc/h]

Rs = 81.9 Mpc
Rs = 126.6 Mpc
Rs = 190.2 Mpc

Figura 1: Espectro de potencias como función de la escala λ = 2π/k,
para una distribución fractal con D = 2. Se observa a pequeña escala
P (k) ≈ λD, alcanzando un máximo para λ ≈ 1,4Rs. Se observa la
dependencia de la amplitud de P (k) con el tamaño de la muestra

De acuerdo con Sylos Labini et al. [71] el espectro de potencias
se promedia sobre cáscaras de espesor ∆ = 2π/Rs:

Pa (k) =
1

k2∆

∫ k+∆

k
P (k′) k′2dk′

=
8πRs

3k2 [1 + 3 [Si (2π + x) − Si (x)] /4π]

(28)

siendo Si (x) la función integral seno, que se define como:

Si (x) =
∫ x

0

sin (t)
t

dt. (29)

Al primer orden de aproximación, Pa (k) ≈ 8πRs/3k2. A partir
de este resultado, en el trabajo de Sylos Labini et al. [71] se
propone una forma general para la primera aproximación
del espectro de potencias promedio en función de k y de la
dimensión fractal D.

Pa (k) ≈
AR3−D

s

kD . (30)

Claramente, esta forma incluye la primera forma de aproxi-
mación para la dimensión fractal D = 2. Reemplazando este
espectro de potencias en la ecuación (17), la varianza de este
campo, suavizada por la función ventana, es:

S (M) =
4π

(2π)3

∫ ks

0
AR3−D

s k′2−Ddk′

=
AR3−D

s k3−D
s

2π2 (3 −D)
. (31)

De acuerdo con Lacey and Cole [59], la relación entre la
función de masa M el número de onda de corte ks puede en-
contrarse reescalando la forma espacial de la función ventana
o filtro:

WM (r) =
sin (ksr) − ksr cos (ksr)

2π2r3 , (32)

con la condición: WM (r) = 1 en r = 0, e integrando todo
el espacio para encontrar el volumen adjunto. La relación
entre la masa y el número de onda de corte para esta función
ventana es:

ks =

(
6π2ρ0

M

)1/3

(33)

Así, la función de masa para un polvo fractal no homogéneo
es:

dn (M, t)
dM

dM

=
1
√

2π

ρ0

M
δc (t)

S3/2 (M)

∣∣∣∣∣ dS (M)
dM

∣∣∣∣∣ e−[δc+βS]2
/2SdM

=
(3 −D)

3
√

2π

ρ0

M2

δc (t)
S1/2 (M)

e−[δc+βS]2
/2SdM

=
(3 −D)

3
√

2π

ρ0

M2

δc (t)
σ (M)

e−[δc+βσ
2]2
/2σ2

dM

(34)

En la Figura 2 se muestra el comportamiento de esta función
de masa tomando los valores para el espectro de potencias
A = 8π/3, así como los parámetros cosmológicos reportados
en el trabajo de Hofmann R. [72]. Primero, para diferentes
valores del parámetro β, con D = 2 la dimensión fractal
masa-radio más frecuentemente reportada en la literatura, la
Figura 2:
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Figura 2: Función de masa tomando los valores para el espectro
de potencias A = 8π/3 y D = 2 correspondientes a la dimensión
fractal masa-radio más frecuentemente reportada en la literatura. El
parámetro β varía entre 0 a 0.35, como se indica en las etiquetas

Dejando el parámetro β = 0, y variando la dimensión fractal
D se observa en la Figura 3:

La forma de las curvas de la Figura 2, muestra un comporta-
miento similar a las descritas en la literatura por Jenkins et al.
[73], Warren et al. [74], Wen et al. [75]. Como puede observar-
se en la Figura 2, las funciones de masa con dimensión fractal
constante muestran una suave disminución en el número
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Figura 3: Función de masa tomando los valores para el espectro de
potencias A = 8π/3 y β = 0. La dimensión fractal D varía de 0.5 a
2.75, como se indica en las etiquetas.

de halos formados a medida que aumenta el parámetro β,
especialmente para halos de baja masa donde el formalis-
mo Press-Schechter tiende a sobre predecir el número de
halos. Por otro lado, véase la Figura 3, la función de masa
es bastante sensible a las variaciones en los valores de la
dimensión fractal, en particular para valores superiores a
2. Un aumento del número de halos es coherente con un
aumento de la dimensión de la agrupación de masas. Pero
ocurre lo contrario para D > 2: a medida que la dimensión de
la agrupación fractal de masas se aproxima a la dimensión
física del espacio, el número de halos disminuye drástica-
mente. Estos comportamientos se deben a que el parámetro
β afecta a la función de masa sólo en el argumento de la
exponencial decreciente, mientras que la dimensión fractal
aparece inmersa en la varianza, que es una parte fundamental
de la función de masa.

5. Conclusiones

Con base en los fundamentos de la teoría excursion set, se
desarrolló una expresión para la función de masa en una
distribución fractal de materia. El espectro de potencias para
una distribución fractal de materia se encontró mediante
la determinación de la varianza para una distribución de
galaxias caracterizada por la dimensión fractal masa-radio.
La función de masa encontrada presenta un buen comporta-
miento en comparación con la función de masa reportada en
la literatura y muestra una dependencia de dos parámetros;
el parámetro β para una barrera móvil y la dimensión fractal
D de la distribución de materia.

La fractalidad se introdujo en la función de masa a través de
la varianza de un polvo fractal según el espectro de potencias
propuesto por [71]. La función de masa obtenida es más
sensible a cambios en la dimensión fractal del sistema que
a cambios en el parámetro β introducido para modelar la
dependencia radial del contraste de densidad.
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