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Resumen

Con base en los fundamentos de la teorfa excursion set, se desarrolla una expresién para la funciéon de masa en
una distribucién fractal de materia. Se encuentra el espectro de potencias para una distribucién fractal de materia
mediante la determinacién de la varianza para una distribucién de galaxias caracterizada por la dimensién fractal
masa-radio. La funcién de masa encontrada exhibe un buen comportamiento en comparacién con la funcién de
masa reportada en la literatura, con una dependencia de dos pardmetros; el pardmetro § para una barrera moévil y la
dimension fractal D de la distribucién de materia.
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Abstract

With the foundations of Excursion Set Theory, we theoretically develop an expression for the mass function in a
fractal distribution of matter. The power spectrum for a fractal matter distribution is founded by determining the
variance for a distribution of galaxies characterized by mass-radius fractal dimension. The mass function exhibits
a good behavior in comparison with other mass functions reported in the literature, with a dependence of two
parameters, the § parameter of moving barrier and fractal dimension of matter distribution.
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1. Introduccién

El marco teérico predominante que sustenta el modelo cos-
molégico estdndar afirma que la estructura a gran escala en
el universo es homogénea e isétropica, lo que significa que
no hay una posicién o direccion preferida en el universo
[1,2,3,4].

Desde este punto de vista, las heterogeneidades observadas
se consideran locales, y se espera que disminuyan cuando
se observan a escalas suficientemente grandes [5, 6, 7]. Este
principio estd respaldado principalmente por las observacio-
nes de la radiacién césmica de fondo de microondas, que
muestra una isotropia con variaciones de sélo una parte en
100.000 [8, 9, 10], asi como por el razonamiento filosoéfico:
el universo deberfa parecer igual a cualquier observador,
independientemente de su ubicacién o de la direccién desde
la que observe, en consonancia con el principio copernicano.

En la cosmologia moderna, el principio cosmolégico es funda-
mental y constituye la hipétesis central con la que se contras-
tan e interpretan tanto los datos observados como los modelos
tedricos [11]. La resolucién de las ecuaciones de campo de
Einstein para un universo compuesto por un fluido ideal sin
colisiones, desarrollada por Alexander Friedmann, Georges
Lemaitre, Howard Percy Robertson y Arthur Geoffrey Walker
[12, 13, 14, 15], condujo a la métrica FLRW aceptada como
la descripcién estandar de la estructura espacio-temporal
del universo, en particular en estudios de distribucién de
materia a gran escala.

El modelo ACDM se basa en este principio cosmolégico,
ya que incorpora la constante cosmolégica para explicar
la expansién acelerada observada del universo, un efecto
confirmado por las observaciones de supernovas de tipo
Ia [16, 17, 18]. Los investigadores debaten cada vez mas
si los recientes sondeos de galaxias apoyan la hipétesis de
homogeneidad e isotropia a escalas superiores a 60 Mpc/h
[19, 20, 21, 22, 23, 24], o si, por el contrario, las galaxias estan
organizadas en patrones jerarquicos muy estructurados con
propiedades fractales [25, 26, 27, 6, 28, 29, 30, 31, 32].

En la ultima década, el anélisis fractal de las distribuciones
de galaxias ha recibido una atencién significativa [33, 34, 35,
36, 37], dando lugar a resultados prometedores y estable-
ciéndose como un area dindmica de investigacion en fisica
cosmoldgica [6]. Una cuestion clave que sigue sin resolverse
es si la distribucién de la materia oscura fria muestra un
comportamiento fractal [38] del mismo modo que se observa
en la agrupacién de galaxias. Algunos investigadores propo-
nen que la distribuciéon de galaxias y la de materia oscura
comparten la misma dimensién fractal, actuando las galaxias
como trazadores de la materia oscura [39]. En cambio, otros
estudios sugieren dimensiones fractales diferentes: D = 3 para
la materia oscura, que implicaria una homogeneidad acorde
con el principio cosmolégico, y D = 2 para la agrupacién de
galaxias [27].

En trabajos como [28, 33], los investigadores abogan por
modelos multifractales para analizar mejor los halos de
materia oscura en simulaciones numeéricas de N-cuerpos. Sus
hallazgos sugieren que los halos de masa similar siguen una
distribucién fractal con una dimensién que aumenta a medida
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que disminuye la masa. Ademas, la materia homogénea con
autogravedad puede desarrollar una estructura fractal debido
a interacciones gravitatorias no lineales [40]. En consecuencia,
las simulaciones cosmolégicas de N-cuerpos proporcionan
un marco numérico ideal para realizar andlisis fractales de la
materia sometida a fuerzas gravitatorias [41].

La adopcién de una perspectiva fractal, partiendo del princi-
pio cosmolégico condicional, ofrece la base para un enfoque
cosmolégico alternativo [42]. Este enfoque puede utilizarse
para derivar la funcién de masa de los halos de materia oscu-
ra aplicando la teoria de conjuntos de excursién (Excursion
set theory) a una distribucién fractal de polvo sin presién
que evoluciona dentro de un universo descrito por la métrica
de Lemaitre-Tolman-Bondi [43]. Diversos andlisis sobre la
agrupacion a gran escala de la materia en el universo han
puesto en duda la transicién a la homogeneidad actualmente
aceptada; en [44] los investigadores determinaron dimensién
fractal D = 2 para datos del SDSS mientras que [45] propuso
que la distribucién fractal de galaxias debes ser interpretada
como un indicio de cosmologia holografica [30], asi mismo
en [9] se observa que las fluctuaciones de temperatura en la
radiacion césmica de fondo tienen estructura fractal.

Independientemente de que exista 0 no una transicion definiti-
va a la homogeneidad, las heterogeneidades locales plantean
importantes dudas sobre la coherencia de los modelos fisicos
basados en el principio cosmoldgico con los datos observacio-
nales [46]. Desde el advenimiento de la relatividad general,
varios investigadores han explorado modelos cosmolégicos
no homogéneos [47, 48, 49, 50, 51], ofreciendo perspectivas
alternativas sobre cosmologia, desde la interpretaciéon de
datos observacionales hasta posteriores avances teéricos. Al
interpretar las observaciones de agrupamiento galactico en
un contexto distinto del tradicional [52, 53], se ha demostrado
que una métrica basada en el modelo de Lemaitre-Tolman-
Bondi puede explicar los datos de supernovas de tipo Ia sin
invocar la constante cosmoldgica, al considerar un modelo
no homogéneo de materia no interactuante [54, 55, 56].

En este trabajo utilizamos la teoria de conjuntos de excursién
para hallar la funcién de masa de una distribucién fractal de
materia en una barrera moévil.

2. Fundamentos de la teoria de Excursion Set

La forma de la funcién de masa para los halos de materia
oscura fue introducida originalmente por Press y Schechter
[57]. La fraccion de objetos cuya masa es mayor que una masa
M es determinada mediante el uso de una ventana de filtrado
de radio R (tipicamente se usa un filtro Gaussiano), que sua-
viza el campo de densidad césmico. Los autores impusieron
la condicion de que las regiones del espacio con un contraste
de densidad mayor al valor critico (6C = % (127'()2/ 5 x 1,686)
deben colapsar en estructuras virializadas, i.e., halos de mate-
ria oscura. Suponiendo que el campo de densidad de materia
inicial es gaussiano, la probabilidad de que un punto dado
en el campo haya un colapso que forme un halo de materia
oscura estd determinada por :

78


https://revistas.uptc.edu.co/index.php/ciencia_en_desarrollo

César Alexander Chacon-Cardona y Rigoberto A. Casas-Miranda

P(ézéc):%[l—erf( )

=l

V2o (/1
donde erf es la funcion error y ¢ es la desviacion estdandar de
la masa del campo de densidad suavizado.

Asi, la funcién de masa de los halos de materia oscura se
define como la densidad numérica de objetos colapsados con

masas en el rango My M + dM:
_ po|dP(5=0)
n(M,t)dM = 2M M M
_ %& Oc (1) ‘ dlno (M) 02120 @
nM2o(M)| dinM

utilizando el doble de la funcién de probabilidad.

Las limitaciones de este método se abordan en el marco de
la teoria de Excursion Set [58, 59, 60], que se basa en paseos
aleatorios markovianos. Este enfoque modela el campo de
contraste de densidad 6 en un punto fijo del espacio como
una funcioén del radio R de la funcién ventana Wy, (R) [61],
que esté relacionada con la masa M « pyR3; o, de forma
equivalente, como una funcién de la varianza S del campo
de densidad suavizado. La varianza del campo suavizado se
define como:

S(M) = > (M) =) (1) W3, () ®)
k
donde o y Wi (k) son las transformadas de Fourier del
contraste de densidad y de la funcién ventana Wy (r), respec-
tivamente.

A partir del limite 6 = 0, cuando la varianza S tiende a 0
(el radio de la ventana del filtro se aproxima a infinito) se
desarrollan fluctuaciones en el contraste de densidad cuyas
amplitudes se incrementan al aumentar el valor de la varianza
(disminuir el radio del filtro aplicado). En algtin valor de la
varianza S la trayectoria del contraste de densidad atraviesa
por primera vez el valor critico d.. Esto indica la formacién
de un objeto colapsado dentro del campo de densidad. Para
mayor detalle, ver [1].

Tomando el filtro como una funcién escalonada de Heaviside
en el espacio k [59],

1 ifk <k (M)

0 ifk>k M)’ @

Wi (k) ={

donde k; es el nimero de onda de corte. Las trayectorias
seguidas por el contraste de densidad en funcién de la va-
rianza corresponden a un movimiento browniano aleatorio,
donde las fases 0, estdn uniformemente distribuidas en el
intervalo [0,27] y la suma en un cascarén delgado Zlfdk Ok
es una variable aleatoria gaussiana [58]. Para este tipo de
variable la densidad ntimero de trayectorias Q (S, 0) en el
intervalo (6,0 + do) obedece a la ecuacién de difusion:

TS ©)
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La solucién de esta ecuacién para la condicién de valor critico
0. corresponde a una barrera absorbente, segtin Chandra-
sekhar [62],

La probabilidad de que un camino sea absorbido por la
barrera en el intervalo (S, S +dS) es igual a la porcion de
reduccién de los caminos supervivientes bajo la barrera, es
decir:

__9 ‘ _ O —62/28
(8,00 = 35 | Q800 == (@)

Asi, la densidad numérica de halos de materia oscura en el
intervalo (M, M + dM) presentes en un momento ¢ es:

n (M, t) dM

Efs (5,80

ds

2 po & t) ‘ dan(M)| 02120
nM2o(M)| dinM

Esta tltima expresién es la misma que la encontrada por
Press and Schechter [57] sin necesidad de agregar el factor 2
artificialmente.

®

3. Formalismo excursion set aplicado a un campo de den-
sidad no-gaussiano.

Este desarrollo analitico sélo es valido para campos de densi-
dad gaussianos, pero en nuestro caso el campo de densidad
no es gaussiano. Como se ha comentado en la seccién ante-
rior, nuestro campo de densidad es localmente gaussiano. De
acuerdo con [63, 64, 65] debemos ir més alla del formalismo
estandar del conjunto de excursién (con un valor constante
de la densidad critica). Asi, es necesario representar este
comportamiento no gaussiano a través de una barrera moévil,
donde el contraste de densidad en el punto critico es una
funcién lineal B (S) de la varianza S. Siguiendo a Pan [66] y
Zentner [64],
B(S) = 6. + pS. )
En este caso el nimero de densidad de caminos Q (S, )
obedece a la ecuacién de difusién con un término adicional
de deriva. En nuestro caso:
2

Q179 30 W

dS 2 962 a0
Esta ecuacion se resuelve mediante el cambio de variable
Q = uefl-+521 con y = 6. — 6. En la nueva variable se
simplifica de forma conocida la ecuacién de la densidad
numérica de caminos, la ecuacién de difusién para una
barrera fija:

ou 177U
5 " 205 (1
Esta ecuacion obedece a las condiciones
op(y—06.) ifS=0
u(s,y) = . 12
S7) {0 £y 20 (12)
Asi,
Q(S5,6,0.) =
e Blo+6512] (e_oz/zs . (oz_zog)/zs) (13)
V2nrS
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Anélogamente, como en el caso de una barrera fija, Ecuacion
(7), para esta barrera moévil tenemos

Oc

fs(S5,6) Q(S 5,6.) do

oS

0 aQ (S,6,6.)
T a5 B

%120  aQ
_f 290 TP |4

190
[2 e ﬁQ] (14)

Finalmente, para derivar y probar los limites tenemos la
expresion para la probabilidad de que un elemento de masa M
cruce la barrera lineal con una varianza en el rango (S, S + dS)

) 2
5,00 dS = — o Tesslrsgg, 15
fs(5,00) NPT e (15)
Asi, la funcién de masa para la densidad de namero de halos
de masa M presentes en el tiempo t para esta barrera movil
es:

dn (M, t) 3
M dM =
(16)
2 po oc(t) | dlno (M) —[oc+ﬁs]2/zs
Mo (M) “dinM

Esta funcion de masa depende dela densidad py = 3H;Cy,/81G
y del espectro de potencias a través de la varianza
k2dk

— 42 _ °°
SM) =0 (M)_4nf0 o

m(®)| 2P () —.  (17)

Dado que nuestro interés es modelar un polvo no homogéneo
caracterizado por una comportamiento fractal, seguimos el
método propuesto en [67] para determinar la varianza de
una distribucién de galaxias caracterizada por masa-radio
de dimensién fractal.

4. Espectro de potencias para una distribucién fractal de
materia

Ahora, es necesaria una expresién para el espectro de po-
tencias de una distribucién de galaxias caracterizada por la
dimensién fractal masa-radio. En una distribucién autosimi-
lar de puntos dentro de una esfera de radio , el conjunto se
comporta segiin la relacién masa-radio definida como [68]:

N(r) = B/P, (18)

siendo D la dimensién fractal del conjunto. En una distribu-
cién fractal esta dimensién es menor que la dimensién del
espacio fisico (D = 3 caracteriza una distribucién homogé-
nea) y el pre-factor B es una fuente de informacién sobre la
longitud minima en la que es posible encontrar correlaciones
fractales. Calculando la densidad numérica media dentro de
una muestra esférica de radio R:
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J_N®R) _3B, p

V(R,) ~ 4n °

(19)

Sin embargo, en una distribucion fractal no es posible aplicar
las medidas de correlacion estandar, porque se basan en
el supuesto de homogeneidad. En los trabajos [25, 67], los
autores presentan la densidad condicional como:

1dN(r) _BD D=3

r = S dr  an
siendo S la superficie de la envoltura esférica de radio r.
La densidad condicional promedio nos permite calcular la
funcién de correlacién de un conjunto fractal:

(20)

M

&) = 1. (21)

Llamando y = 3 — D para nuestro conjunto fractal, la funcién
de correlacién es [69]:

co =2 (7) 1 @)

Segtin el Principio Cosmolégico Condicional [70] el espectro
de potencias de una distribucién fractal, que conserva la
isotropia, tiene la forma:

R, . _
_ *  sin(kr) 3—)/(L) L I
P(k) = fo = [—3 X 1|rdr

r[3 - Rs
= 4";55 Ty] f 7 sin (kr) dr (23)
0

an (R .
- — rsin (kr) dr
k- Jo

Aplicando la substitucién u = kr, el espectro de potencias
puede expresarse de la forma

73— kRs
P (k) = 4mR, [—y]f u " sinudu
0

k—7/+3 3

4 (MR @9
- f u sinudu.

k- Jo

Asi, el espectro de potencias puede escribirse en términos de
la dimensién fractal como:

aR, R b(R,K)

P(k) = D o

(25)

Utilizando el valor de dimensién fractal més frecuentemente
encontrada en la literatura, D = 2, a(R;,k) y b(R;, k) son
funciones de la forma:

a(Rs, k) = 4?71 [2 + cos (kR,)], (26)
b (Rs, k) = 47tsin (kR;) . (27)

El comportamiento de este espectro de potencias puede
verse en la Figura 1, para tres valores (los més altos) de
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R; reportados en el trabajo sobre halos de materia oscura
determinados en muestras limitadas en volumen de galaxias
del SDDS-DRY7 en [33].

1,0E+07
1,0E+06
1,0E+05

1,0E+04

Pk)

1,0E+03

1,0E+02

—Rs =81.9 Mpc
1,0E+01 —Rs =126.6 Mpc
—Rs =190.2 Mpc
1,0E+00
1,0E+00 1,0E+01 1,0E+02 1,0E+03 1,0E+04

A[Mpc/h]

Figura 1: Espectro de potencias como funcién de la escala A = 2n/k,
para una distribucién fractal con D = 2. Se observa a pequefia escala
P (k) ~ AP, alcanzando un maximo para A = 14R;. Se observa la
dependencia de la amplitud de P (k) con el tamafio de la muestra

De acuerdo con Sylos Labini et al. [71] el espectro de potencias
se promedia sobre cdscaras de espesor A = 27t/R;:

kA
_ 871K
T 3k2

k+A
P, (k) = 1 f P (k) K2k’
k (28)

[1+3][Si(2m+ x)— Si(x)] /4n]

siendo Si (x) la funcién integral seno, que se define como:

Si(x) = fo sin (t)dt (29)

Al primer orden de aproximacién, P, (k) =~ 8ntR/ 3k2. A partir
de este resultado, en el trabajo de Sylos Labini et al. [71] se
propone una forma general para la primera aproximacién
del espectro de potencias promedio en funcién de k y de la
dimension fractal D.

ARYP
kD
Claramente, esta forma incluye la primera forma de aproxi-
macién para la dimensién fractal D = 2. Reemplazando este
espectro de potencias en la ecuacién (17), la varianza de este

campo, suavizada por la funcién ventana, es:

P, (k) = (30)

4n fSARS—DkIZ—de/
en’do 7

AR3D3D
T 22(G-D) 1)

S(M)
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De acuerdo con Lacey and Cole [59], la relacién entre la
funcién de masa M el ntimero de onda de corte k; puede en-
contrarse reescalando la forma espacial de la funcién ventana
o filtro:

sin (ksr) — kst cos (ks7)
272y’ ’
con la condicién: Wy (r) = 1 en r = 0, e integrando todo
el espacio para encontrar el volumen adjunto. La relacién
entre la masa y el niimero de onda de corte para esta funcién

ventana es: 13
6 2
k= (ﬂ) 33)

Wi (r) =

(32)

M

Asi, la funcién de masa para un polvo fractal no homogéneo
es:

dn (M, t)

M

_ 1 po 5 ’dS(M)
T \2n M S 2 (M)

_B=D)po_06:(t)

"~ 3+2m M2SV2(M)
_B=D)po 5 () _fsspo

321 M2 G(M)

[bﬁﬁS]z/ZSdM

34
e Loc+B3T° 125 g 34

2] /Zasz

En la Figura 2 se muestra el comportamiento de esta funcién
de masa tomando los valores para el espectro de potencias
A = 8m/3, asi como los parametros cosmolégicos reportados
en el trabajo de Hofmann R. [72]. Primero, para diferentes
valores del pardmetro 8, con D = 2 la dimensién fractal
masa-radio mds frecuentemente reportada en la literatura, la
Figura 2:

1,0E-03
B=0.00 —B=0.05
o —B=0.10 —B=0.15
<
;n 1,0E-04 —$=020 =025
3 —B =030 —B =035
=1,0E-05
=
=
2 1,0E-06
s
=
1,0E-07
1,00E+13 1,00E+14 1,00E+15 1,00E+16
Masa [Mo/h]

Figura 2: Funcién de masa tomando los valores para el espectro
de potencias A = 8n/3 y D = 2 correspondientes a la dimensién
fractal masa-radio mas frecuentemente reportada en la literatura. E1
pardmetro 8 varia entre 0 a 0.35, como se indica en las etiquetas

Dejando el parametro § = 0, y variando la dimensién fractal
D se observa en la Figura 3:

La forma de las curvas de la Figura 2, muestra un comporta-
miento similar a las descritas en la literatura por Jenkins et al.
[73], Warren et al. [74], Wen et al. [75]. Como puede observar-
se en la Figura 2, las funciones de masa con dimensién fractal
constante muestran una suave disminucién en el nimero
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1,0E-03

1,0E-04

1,0E-05 -~

1,0E-06

dn/(d InM )[h/Mpc”3]

1,0E-07
1,0E+13

1,0E+14
Masa [Mo/h]

1,0E+15 1,0E+16

Figura 3: Funcién de masa tomando los valores para el espectro de
potencias A = 8/3 y f = 0. La dimensién fractal D varfa de 0.5 a
2.75, como se indica en las etiquetas.

de halos formados a medida que aumenta el parametro f,
especialmente para halos de baja masa donde el formalis-
mo Press-Schechter tiende a sobre predecir el nimero de
halos. Por otro lado, véase la Figura 3, la funcién de masa
es bastante sensible a las variaciones en los valores de la
dimensién fractal, en particular para valores superiores a
2. Un aumento del ntimero de halos es coherente con un
aumento de la dimensién de la agrupacién de masas. Pero
ocurre lo contrario para D > 2: a medida que la dimensién de
la agrupacioén fractal de masas se aproxima a la dimensién
fisica del espacio, el ntimero de halos disminuye drastica-
mente. Estos comportamientos se deben a que el pardmetro
B afecta a la funcién de masa s6lo en el argumento de la
exponencial decreciente, mientras que la dimension fractal
aparece inmersa en la varianza, que es una parte fundamental
de la funcién de masa.

5. Conclusiones

Con base en los fundamentos de la teoria excursion set, se
desarroll6 una expresiéon para la funcion de masa en una
distribucién fractal de materia. El espectro de potencias para
una distribucién fractal de materia se encontré mediante
la determinacién de la varianza para una distribucién de
galaxias caracterizada por la dimensién fractal masa-radio.
La funcién de masa encontrada presenta un buen comporta-
miento en comparacién con la funcién de masa reportada en
la literatura y muestra una dependencia de dos parametros;
el pardmetro  para una barrera moévil y la dimensién fractal
D de la distribucién de materia.

La fractalidad se introdujo en la funcién de masa a través de
la varianza de un polvo fractal segtin el espectro de potencias
propuesto por [71]. La funcién de masa obtenida es mds
sensible a cambios en la dimensién fractal del sistema que
a cambios en el pardmetro $ introducido para modelar la
dependencia radial del contraste de densidad.
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