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Resumen

Da a conocer algunos resultados acerca de las propiedades de las
relaciones de equivalencia y de las de orden con el lenguaje,
comtnmente llamado colas de un elemento. Es decir, se desea mostrar
un enlace entre algunos conceptos de la teoria de conjuntos, en este
caso, con las definiciones de las propiedades: reflexiva, irreflexiva,
simétrica, antisimétrica, transitiva e intransitiva, y las nociones de colas
a derecha y a izquierda de un elemento por una relacion.
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Abstract

This article lets to be known some results about the equivalence rela-
tionships’ properties and those of order with the language commonly
called an element’s lines. That is to say, it is wanted to show a connec-
tion among some concepts of the theory of set, in this case, with the
definitions of the properties: Reflexive, irreflexive, symmetrical, anti-
symmetrical, transitive and intransitive, and those notions of lines to
the right and to the left of an element for a relationship.

Key words:
Line of an element, Reflexive property, Irreflexive property, Transitive
property, Intransitive property, Symmetrical property, Anti-symmetrical
property .
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1. Introduccion

El tiempo pasa y diariamente todo es nuevo; los sucesos y hechos cotidianos que dia tras
dia se dan, nunca se repiten, sino que se encadenan creativamente a través de un proceso
histérico y epistemolégico, con un procedimiento de asimilacién y recreacién cientifico-
cultural que se muestra por medio de la educacién, la pedagogia y la lucha persistente por
conseguir nuevos aportes del saber; ademas, tales hechos se utilizan para la adquisicién
del conocimiento, y estan en constante maduracién y modernizacién, que facilita al
estudiante su comprensién, pretendiendo obtener una formacién pedagdgica apropiada
para el futuro docente, con visién de innovador e investigador en su campo y en su
produccién social.

La nocién de colas de un elemento por una relacién, uno de tantos temas asociados a las
matematicas, es fundamento para continuar con el estudio de tematicas como la relacién
de equivalencia, la relacién de orden, la clase de equivalencia, entre otros tantos relacionados
a esta ciencia.

Con base en lo expuesto, el siguiente articulo desea mostrar una relacién de algunos
conceptos de teoria de conjuntos, en este caso, con los conceptos de las propiedades
reflexiva, irreflexiva, simétrica, antisimétrica, transitiva e intransitiva; con las nociones de
colas (a derecha y a izquierda) de un elemento por una relacién. Por consiguiente, se
daran las correspondientes definiciones y luego se demostraran estos conceptos en términos
de colas (a derecha y a izquierda); los respectivos ejemplos de cada proposicién con
diferentes conjuntos, asi como los ejemplos de colas a derecha y a izquierda en conjuntos
finitos e infinitos, se pueden encontrar en la monografia .Colas de un elemento por una
relacién: una propuesta didactica.afio 2003.

2. Preliminares
2.1 Conceptos basicos

Definiciéon 1. Una relacion se llama de equivalencia en un conjunto A si ella es reflexiva,
simétrica y transitiva en A.

Definiciéon 2. Sea R una relacion de equivalencia definida en un conjunto A no vacio y
sea b un elemento cualquiera de A; se llama clase de equivalencia de b (con respecto a
la relacion R) al conjunto constituido por todos los elementos de A que estin relacionados
mediante R con b.

Definiciéon 3. Una relacién R en un conjunto A se llama una relacién de orden en A si
R es reflexiva, antisimétrica y transitivaen A .
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Definicién 4. La relacion idéntica en un conjunto cualquiera A, simbolizado por A\ o
A\ ,, es el conjunto de todos los pares de A x A cuyos elementos son iguales, es decir,
A, =fhu, al a2 AQ. La relacién idéntica también se llama diagonal por la posicién
que ocupa en un diagrama de coordenadas de A x A

Definicion 5. Cola a derecha de un elemento por una relacién.
Sean:

o X un conjunto,

o R una relacién en el conjunto X y

o a un elemento del conjunto X

“Cola a derecha del elemento a” es el conjunto formado por todos los elementos con
los que a se relaciona.

La cola a derecha del elemento a se simboliza Cd(a,R), o Cd(a) sino es necesario
mencionar la relacién. En notacién simbdlica, Cd(a) = fz 2 X, aRzg.

Definicion 6. Cola a izquierda de un elemento por una relacién.
Sean:

o X un conjunto,

o R una relacién en el conjunto Xy

o a un elemento del conjunto X

“Cola a izquierda del elemento a” es el conjunto formado por todos los elementos que
se relacionan con a.

La cola a izquierda del elemento a se simboliza Ci(a,R), o Ci(a) sino es necesario
mencionar la relacién. En notacién simbdlica, Ci(a) = fz 2 X, xRag.

3. Colasen unarelacion reflexiva

Definicion 7. “Propiedad reflexiva de una relacién”

Una relacién definida en un conjunto A se llama reflexiva en A, si todo elemento de A
esta relacionado consigo mismo.

En simbolos:

R esreflexivaen A . (8 2 A)(@Rx).
Proposicion 1. “Colas en una relaciéon con la propiedad reflexiva”

1. Siunarelacién es reflexivaen A, entonces todo elemento de A es de su cola a derecha.
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8r, x 2 Cd(x) . R es reflexiva.

ii. Si una relacién es reflexiva en A, entonces todo elemento de A es de su cola a
izquierda.

8r, x 2 Ci(xz) . R es reflexiva.
4. Colasen unarelacion irreflexiva

Definicién 8. “Propiedad irre.exiva de una relacion”

Una relacion definida en un conjunto A se llamairreflexivaen A, si ningtn elemento de
A esta relacionado consigo mismo.

En simbolos:

R esirreflexivaen A , 8z 2 A | . (xRx)).
Proposicion 2. “Colas en una relacién con la propiedad irreflexiva”

i Siuna relacién es irreflexivaen A, entonces ningun elemento de A es de su cola a
derecha, simbdlicamente: 8 2 A, x /¢ Cd(x).

ii Siuna relacién es irreflexivaen A, entonces ningun elemento de A es de su cola a
izquierda, simbolicamente: 8z 2 A, z /¢ Ci(x).

Equivalentemente,
R esirreflexiva , 8z, x /& Cd(z) , 8z, z /e Ci(x).

Demostracion. Para una relacién R se cumple que:

R esirreflexiva , 8z 2 A,. (xRx)

R esirreflexiva , 8z, 8y, zRy ) = =y

) ) Supdngase que R es irreflexiva, y sea  un elemento cualquiera de A .
Luego : (zRx). Por esto, x /& Cd(z).

() Seax 2 A, entonces por hipétesis, z /& Cd(x). Luego : (xRz).

5. Colasen unarelacion transitiva

Definiciéon 9. “Propiedad transitiva de una relacién”

Una relacién definida en un conjunto se llama transitiva en dicho conjunto, si cada vez
que un elemento esté relacionado con un segundo elemento, y este a su vez lo esté con un
tercero, entonces también el primero esta relacionado con el tercero.

En simbolos:

R es transitivaen A |, (8z, 8y, 82,2 A)(@Ry " yRz | zRz).
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Proposicion 3. “Colas en una Relacién con la propiedad transitiva”

Una relacién es transitiva en un conjunto siy sélo si toda cola a derecha contiene las colas
a derecha de sus elementos.

Sea R una relacién sobre un conjunto X.

Las dos condiciones siguientes son equivalentes:

i) Larelacion R es transitiva

1) Toda cola a derecha contiene las colas de sus elementos.

Demostracion. i ) i) Sean a, b, ¢ elementos de X, tales que a < b < ¢,

conaRby bRc

1. aRb Hipétesis

2 bRc Hipétesis

3 b2 Cd(a) De 1), pot definicién de cola a derecha.
4 ¢c2Cdb) De 2), pot definicién de cola a derecha.
5 aRc De 1) y 2), por hip6tesis (R es transitiva)
6 c2Cda) De 5), pot definicién de cola a derecha.
7. Cd(a) 2 Cd(b) De 6).

it ) 1) Sean a, b, ¢ elementos arbitrarios de X, tales que a < b < ¢, y con

Cd(a) 2 Cd(b) 2 Cd(c)

1. b2 Cd(a) Hipétesis
2 c2Cdb) Hipétesis
3 aRb De 1), pot definicién de cola a derecha.
4 bRc De 2), pot definicién de cola a derecha.
5 Cd®)Cd(a) De 1) y 2), por hipétesis
(toda cola a derecha contiene las colas de sus elementos)
6 c2Cda) De 2) y 5), pot definicién de inclusién de conjuntos.
7. aRc De 6), pot definicién de cola a derecha.

6. Colas en unarelacion intransitiva

Definicion 10. “Propiedad intransitiva de una relacién”

Una relacién definida en un conjunto A se llama intransitiva en A si cada vez que un
elemento de A esté relacionado con un segundo y este a su vez lo esté con un tercero,
entonces el primero no esta relacionado con el tercero.

En simbolos:

R esintransitivaen A ., (8z, 8y, 82,2 A)(@Ry " yRz | : (xRz)).

Proposicion 4. “Colas en una Relacién con la propiedad intransitiva”
Una relacién es intransitiva en un conjunto, si y sélo si ninguna cola a derecha contiene las
colas a derecha no vacias de sus elementos.
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En simbolos

R esintransitiva , 8z, 8y, (y 2 Cd(x) ) o = Cd(y) * Cd(z)).

Demostracion. ) ) Siuna relacion es intransitiva en un conjunto, entonces ninguna cola
a derecha contiene las colas a derecha no vacias de sus elementos.

1. &, 8, &, vRy "yRz ) =Rz Hipdtesis

2. x2X Ny 20d(z) Hipotesis

3 Cd(y)= 0 Hipdtesis

4. 9 2Cd(y) De 3), pot negacién de conjunto vacio
5 yRz De 4), pot definicién de cola a derecha
6. y 2Cd(x) Hipdtesis

7. zRy De 6), pot definicién de cola a derecha
8 zRy "yRz De7)y5).

9 (zR2) De 8), por 1).

10 z /& Cd(z) De 9), por definicién de cola a derecha
1. 0= Cd(y) * Cd(x) De 4) y 10), pot de.nicién de Inclusion de conjunto

() Si ninguna cola a derecha contiene las colas a derecha no vacfas de sus elementos,
entonces la relacion es intransitiva.

1. &, &, @y 2Cd(z) ) ©= Cd(y) * Cd(z)) Hipbtesis

2. &, g,y 2Cd(x) ) De 1), por definicién de inclusion.
Az 2(0 = Cd(y)) "=z /g Cd(x))
3 &,8,&,y2Cdx) ) De 2), por negacién del cuantificador existencial

(z 2(@= Cd(y)) "z /& Cd(z))

4. &, 8, &, (y 2Cd(z) "z 2(@ = Cd(y)) De3),portautologia (p ) ¢”*r) , p"q) 7).
) 2 /€& Cd(z))

5 &, 8,8, xRy "yRz ) :(zRz)) De 4), por definicién de cola a derecha.

7. Colasen unarelacion simétrica

Definicién 11. “Propiedad simétrica de una relacion”

Una relacién definida en un conjunto se llama Simétrica en dicho conjunto, si cada vez
que un elemento esta relacionado con otro, también el segundo esta relacionado con el
primero.

En simbolos:

Ressimétricaen A , (&, & 2A)(zRy | yRz).

Proposicion 5. Colas en una Relacién con la propiedad Simétrica.

Una relacién es simétrica en un conjunto X, siy sélo si, para cada elemento @ de X sus
colas coinciden. Esto es, Cd(a) = Ci(a).

Demostracion. ) ) Debe mostrarse que para un elemento a, Cd(a) < Ci(a) y

ademias que Ci(a) € Cd(a).
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1. z 2 Cd(a) Hipétesis

2. aRx Del), por definicién de cola a derecha
3. zRa De 2), pues R es simétrica

4. x 2Ci(a) De 3), por definicion de cola a izquierda

Ci(a) c Cd(a)?

1. 2 2Ci(a) Hipotesis

2. zRa De 1), por definicién de cola a izquierda
3. aRx De 2), por R ser simétrica

4. x 2 Cd(a) De 3), por definicién de cola a derecha

() Debe mostrarse que R es simétrica.

1. zRa Hipotesis

2.2 2Ci(a) De 1), por definicion de cola a izquierda
3. Ci(a) c Cd(a) Hipotesis

4. x 2 Cd(a) De 2), 3) por sustitucién de 3) en 2)

5 aRx De 4) por definicién de cola a derecha.

8. Colas en unarelacion antisimétrica

Definicion 12. Propiedad antisimétrica de una relacién.

Una relacion R es antisimétrica en el conjunto A, si para toda x, y en A, cada vez que
x se relaciona con ¥, y ademas y se relaciona con x, entonces T = Y.

En simbolos:

R es antisimétricaen A , (&, & 2A)(xRy "yRx | x = y).

Proposicion 6. “Colas en una Relacién con la propiedad Antisimétrica”

1 Sidos elementos estan mutuamente en sus colas a izquierda en una relacion antisimétrica
entonces, sus colas coinciden.

En simbolos:

R es antisimétricaen A ) (&, & 2 A)(x 2Ci(y) "y 2Ci(z) | Ci(y) =

Ci(z)).

ii Sidos elementos estin mutuamente en sus colas a derecha en una relacién antisimétrica,
entonces, sus colas coinciden.

En simbolos:

R es antisimétricaen A ) (&, & 2 A)(x 2Cd(y) Ny 2Cd(z) | Cd(y) =

Cd(z)).
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Demostracion.
1. R es antisimétrica

2z 2Ciy) "y 2Ci(x)

3z 2Ci(y)

4. Ry

5y 2Ci(x)

6 yRzx

T xz=1y

8 Ci(z) = Ci(y)

Hipotesis

Hipotesis

De2),porp “q ) p

De 3), por definicién de cola a izquierda
De 2),porp N q ) ¢

De 5), por definicién de cola a izquierda.
De 4) y 6) por 1).

De 7).

Proposicion 7. Sea R una relacién en X,
R es antisimétrica, si y s6lo si, para cada elemento x del conjunto, la interseccién de sus
colas a derecha e izquierda tiene a lo sumo un elemento: .

En simbolos:

R es antisimétrica , &,Cd(z) \ Ci(z) c fzg.

Demostracién. ) )

. R es antisimétrica
2y 20Cd(z) \ Ci(z)
3y 2Cdx)"y 2Ci(x)
4. y 2 Cd(x)
5 xRy
6. y 2Ci(x)
7. yRx
8 xRy " yRx
9 y==x
10y 2fzg

)

Hipotesis
Hipotesis
De 2), por definicién de interseccién

De 3),puesp q ) p
De 4), por definicién de cola a derecha.

De 3), puesp " q ) ¢q

De 6), por definicién de cola a izquierda.
De 5) y 7).

De 8), por 1).

De 9), por definicién de conjunto unitario.

&,Cd(x) \ Ci(z) c fzg Hipdtesis

xRy " yRx
xRy
x 2 Ci(y)

OCONDO A WN =~
Neg
oy
=

Hipotesis

De 2),puesp q ) p

De 3), por definicién de cola a izquierda.
De 2),puesp " q ) q

De 5), por definicién de cola a derecha

De 4) y 6).

De 7), por definicién de interseccién

De 1.

De 3), 9), por definicién de subconjunto.
De 10), por definicién de conjunto unitario.
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9. Observaciones

Cabe notar que existe una similitud al hallar la cola a derecha de un elemento a mediante
una relacién y la clase de equivalencia de un elemento a con respecto a una relacién, ya
que en ambos casos obtenemos el conjunto formado o constituido por todos los
clementos que estan relacionados con el elemento a por medio de la relacién dada. Sin
embargo, también hay una diferencia entre ellas, ya que en la clase de equivalencia se
requiere tener una relacién de equivalencia definida en el conjunto, mientras que para
hallar el conjunto formado por todos los elementos con los que a se relaciona (Cola a
derecha) basta trabajar con cualquier propiedad o relacién que no necesariamente sea de
equivalencia.

En una relacién R reflexiva sobtre un conjunto X, las colas a derecha y a izquierda no
necesariamente coinciden, esto ocurre Gnicamente cuando se trabaja con una relacién
idéntica.

En una relacién R irreflexiva sobre un conjunto X, las colas a derecha y a izquierda no
necesariamente son vacias, al menos que en la relaciéon ningin elemento de A esté
relacionado con otro.

En una relacién R irreflexiva sobre un conjunto X, ningin elemento tiene bucle, luego
ningin elemento es de su cola a derecha, ni de su cola a izquierda.

En una relacién R itreflexiva sobre un conjunto X, las colas a derecha y a izquierda son:
vacias, unitarias o con mas de un elemento.
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