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Resumen

En este articulo se usan técnicas estdndar para encontrar ecuaciones diferenciales satisfechas por polinomios
ortogonales asociados a transformaciones canénicas del peso cldsico de Laguerre w(x) = e™*x%, sobre (0, o),
cona > —1.
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Abstract

In this paper, it is used the standard techniques to find some differential equations satisfied by orthogonal
polynomials, associated with the classical Laguerre weight canonical transformations w(x) = e™*x%, on
(0, 00), with @ > —1.
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1. Introduccion

Sea {pn(x)},n 1a sucesién de polinomios monicos
ortogonales con respecto al peso cldsico de Lague-
rre w(x) = e *x% sobre (0,00), con @ > —1. En este
escrito estamos interesados en estudiar propiedades
diferenciales de los polinomios ortogonales con res-
pecto a los pesos p(x)w(x), p*(X)w(x) y p** (x)w(x)

donde p(x) = %é;, pPrx)=&x-)&x-40) y

1
o (x) = ——, ademas ¢, {1, {» y 1 son reales ne-
xX—1n

gativos. Estas perturbaciones al peso original son
conocidas como transformaciones canénicas de tipo
Christoftel o Geronimus, y las familias de polino-
mios ortogonales asociadas a estas han sido amplia-
mente estudiadas en las dltimas décadas, destacando
los trabajos [4], [6], [7], [8], [9], [14] y [15], en esen-
cia, relacionados con comportamiento asintético y
localizacion de ceros. Es bien sabido que las suce-
siones cldsicas de polinomios ortogonales satisfacen
una ecuacion diferencial de la forma

o(0)p” (x) +7(x)p’ (x) + 4, p(x) = 0,

donde o(x) y 7(x) son polinomios tales que el grado
de o(x) no es mayor a 2 y el de 7(x) es exactamente
1. Esta particularidad es de hecho una caracteristica
unica de tales sucesiones clasicas. De este modo,
resulta interesante estudiar qué tipo de ecuaciones di-
ferenciales (conocidas en la literatura como ecuacio-
nes holondmicas) son satisfechas por los polinomios
asociados a las perturbaciones descritas anteriormen-
te, y analizar la naturaleza de sus coeficientes. El
conocimiento de la estructura de las ecuaciones dife-
renciales de segundo orden satisfechas por familias
de polinomios ortogonales es la piedra angular en la
descripcién de modelos electrostéticos asociados a
los ceros de tales polinomios (ver [5], [10] o [12]).
Son muy conocidas las técnicas estdndar que son
aplicadas en la obtencion de ecuaciones holonémi-
cas asociadas particularmente a perturbaciones del
peso cla sico, por ejemplo, con las llamadas per-
turbaciones de Uvarov (ver [2], [3], [11]) o con la
perturbacién candnica de Christofel p(x) = x—{ al
peso de Laguerre ([7]). Nuestro objetivo es adaptar
esas técnicas para buscar ecuaciones holonémicas
asociadas a las perturbaciones sobre el peso cldsico
de Laguerre, ya mencionadas. En este sentido, la es-
tructura de este escrito es como sigue. En la seccidn
2 presentamos los preliminares basicos con respecto

40

a los polinomios de Laguerre cldsicos, los cuales nos
resultardn muy utiles mas adelante; en la seccion 3
obtenemos la ecuacién holonémica satisfecha por
los polinomios asociados a perturbaciones de tipo
Geronimus, y en la seccién 4 hacemos lo propio con
perturbaciones de tipo Christofel.

2. Preliminares

a :z z e . .

Sea {L{(x)},cy 1a sucesion clasica de polinomios

monicos ortogonales de Laguerre, asociada al pro-
ducto interno

)

(r,q)q fo r(x)g(x)duq,

donde du, = e *x“dx. Es bien sabido que los ceros
de LY (x) son reales positivos de multiplicidad 1. Re-
sumimos algunas de las propiedades de esta familia
de polinomios ortogonales que serdn usadas a lo lar-
go del manuscrito, y cuya prueba puede ser vista en
[1] o [13].

Proposicion 1. Para cada n € N, los polinomios
{L¥(x)},e satisfacen
1. (Relacion de recurrencia a tres términos).
xLy(x)=L7 (x)+2n+1+a)L;(x)
+n(n+a)L (). (2)

con Li(x) =1y L{(x) = x—(a+1). (escribire-
mos a, =2n+1+a,y B, =nn+a))

2. (Relacién de estructura)

L2 (x) = LT (x) + nL2 (x). (3)
3. L (x) satisface la ecuacion diferencial
' @+ 1-x)y = -ny, “4)
y tiene la propiedad diferencial
4.
x(Ly(x)) =nLj(x)+n(n+a)LY_(x). (5)

Sea también {Lka’k](x)}neN la sucesién de polino-

mios ménicos ortogonales con respecto al producto
interno

(rq)y = fo r(0)q(x)(x = O duq

fo OGOt s
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donde k € Z" U{0} y £ < 0. Estos polinomios satisfa-
cen la relacion (ver [8]),

(x= LM (x) = LA ()

n+1

L '

n+1

[a.k—1]
L[" = ”(()L (x),

(6)

con LEZQ’O](x) = L%(x), y en el caso particular k = 1
tenemos que

. @)
n+ L(I .
L2 ™

De las dltimas ecuaciones es facil ver que se satisface

(x— L) = L2, (x) -

@)

O tasn?
| L’[Zrllc 1](§)| L 1]” (8
y en forma recursiva
Lo
[a,k] _ n+1 2
|L"a H —(—1)1«ng[1;,€_/-](§)|| :‘f“a,'

donde la notacién ||,|| indica la norma inducida por
el respectivo producto interno.

3. Ecuaciones holonémicas asociadas a
perturbaciones de tipo Geronimus

Sea {T},cn 1a sucesién de polinomios ménicos
ortogonales con respecto al producto interno

* (x=§)
P Dy = f p(x)q(x)

“1 Jo (x=1n)
donde ¢ y n son reales negativos tales que & # 1.
Ademds sean {Cy ),y Y {G4 e sucesiones de po-
linomios moénicos ortogonales con respecto a los
productos

dpta,

D) = fo PG~ E)djta

*® dpta
Py = f p(x)gq(x) G-n)’

respectivamente. Si consideramos la base {G}}, .,
entonces el polinomio (x — &) T2 (x) puede ser expre-
sado del siguiente modo

(- T(x) = n+1(x>+anfG (),

Jj=0

41

donde
b TG (x )%d e
Wn,jz
los
2 . .
y |G;’ = (G;f(x),Gg(x))n. Si j=0,1,..n-1,
entonces wy, ; = 0, pero
I TG (x ot 1
W = (x—m)
’ G311
entonces
|72
(x=&T(X) = G, () + —2G2(x), (9)

2
IGa12

y evaluando esta tltima ecuacién en & obtenemos
G(Y
L A i

Gy (6
como consecuencia

G ©
G (&)
Podemos hacer lo anterior con el polinomio

(x—1)C{(x) usando como base la familia {77},
obteniendo

(=T, (x) =Gy (0) - G, ().

el

T(l’
1751 -

(x=mCr(x) =T, (x)+ (10)

|{ U
y evaluando esta tltima expresion en 7,

+1(77) Gn+l(§) all2
G
Tio i@ 1901

Tr[zl+ 1 (77)
Ty (m)

el = I3l =

para obtener finalmente

n+1 (77) T

(x-mCi(x) = Te()

+1( x) -

Ty ().

Teniendo en cuenta (9) tenemos la ecuacion

x=6T;(x) =Gy, () +A,G(x) (1)
donde G (©)
_ n+l a2
"ETGeE) lGall,

Encontraremos una ecuacion diferencial lineal de
segundo orden satisfecha por 77 (x). Para empezar,
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es importante destacar el trabajo [6], donde se obtuvo
la siguiente férmula de conexién

G%(x) = LY (x) + B,L*_, (%),
donde
B,=n+w,.

y la constante w,, (s6lo depende del grado del poli-
nomio), tiene la férmula explicita

_nlla-1,n)
" nla,n-1)

o] xn
I(oz,n)=f ———dUq,
0 (x_n)n+l Ha

y como consecuencia de esta tltima definicion, cla-
ramente I(a,n) >0y w, <0. En [6] también es
mostrado el comportamiento asintético de la cons-

donde

tante w,, a saber, w, ~ —;/3—7?. Empezando con la
féormula (3), tenemos
(=T} () = Ly () + Bua1 L (x) + Ay L™ (1)
+A,B,L;_(x)
=Ly, () +(n+ 1)Ly (x) + By Ly (x)
+A, Ly (x)+nA,L;_(x)
+AnB, L, (%),

entonces
(x=OT,;(x) =Ly, (x)+ DyLy(x)
+E, L7 (x) (12)
teniendo en cuenta las expresiones de las constantes

D,=mn+1)+B,.1 +A,

E,=A,(n+B,).

Derivando la ecuacién (12), multiplicando cada deri-
vada por los factores @ + 1 — x y x, respectivamente,
y usando (4) tenemos

x(x=9)(T})" (%)

+ DnLZ‘(x) + 2Ean_1 (x)
=—(+1)(x=&T, (x)+D,L;(x)
+2E,L; | (x),

s

asi
D, L2 (x)+2E, L%, (x)
=x(x=&(TY) (x)
+[2x+(x=&) (@+1-0](T?) (x)
+@+1=x)+n+1)(x=&)] T ().

13)

Por otra parte, derivando (12), multiplicando por
x y usando (5) tenemos
x(x=&E(T) (x)+xT(x)
= x(L%,) )+ Dyx (L2 ()
+E x( ) (%),
y mediante el uso de (5) obtenemos
x(x =&V (TY) (x)+xT%(x)
= x(LgH) (x)+ Dpx (L) (x)+ Enx(L;f_l), (x),
=(n+1)(x=T, (x)
+((n+ )(n+a+1)-D,)L;(x)
+(n(n+a)D, -2E,) Ly (x)
+E,(n-1)(n+a-1)L; ,(x)

y mediante el uso de (2) llegamos a la expresion

x(x=&E)(Ty) () +(x=(n+1)(x=&) Ty (x)
=((n+1)(n+a+1)-D,) L;(x)
+(m(n+a)D,-2E,) L7 | (x
+E,(n—1)(n+a-1)L] ,(x),
=((n+1)(n+a+1)-D,—E,)L;(x)
+(n(n+a)D, -2E,+E,(x—[2n—1+a])) L;_,(x)
= FuLy(x) + @po (X)L (x),

donde

F,=(n+1)(n+a+1)-D,—E,),

+2x+(x=8(@+1-0|(T) () +(@+1-x)T(x) ¥

=—(n+1DL], ,(x)—nD,L;(x)—(n—1)E,L;_,(x),
pero

—(m+DL], ,(x)=nD,L;(x)—(n—1)E,L;_,(x)
= —(n+ D)LY, (x) + DyLi(x) + E, L2, ()]

‘Pn,a(x) =FE,x-E, (27’1 +a - 1) .
De (2)y (12)

x=&T,(x)=Ly, (x)+D,Ly(x)+E,L;_ (x)
=((x-2n-1-a)+D,)L;(x)
+(E,—n(n+a))L;_ (x)

42
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{Fanu)wn,a(x)Lz_l(x) =x(x=&)(T) () + (—nx+Em+1)) TE(x)

(x=2n=1=a)+D,)L,;(x)+(E, —n(n+a))L;_,(x)=(x=& T, (x)

y teniendo en cuenta la expresion para @, ,(x)

@ o(x) = F(Ep—n(n+ @) = pno(x)(x=2n—1-a) + Dy)
= —Enx2+En(4n+20/—Dn)x+F,,(En—n(n+cx))—En(2n+af— D@2n+a-D,+1),

entonces obtenemos explicitamente las soluciones

of FE=OT D+ x4+ NTID gna®

L9(x) = (x-¢) T,f()ccp)n’a(x) (E,—n(n+a))
_(Ey—n(n+a) x(x=6)(T}) (x)
- @y, o(x)
N (Ep—n(n+a))(—nx+ &+ D) T1(X) = na(x) (x— &) T (x)
Dy, 0(x)
_(Ey—n(n+a)x(x—§&) (T2Y (x) +n(x,n,a)T%(x)
- D o (x) ’
con
n(x,n,a) = —E, x> + [(n+a) (E,, + nz) +E-DE x—-&(@Bn+a)E,—(n+a)n(n+1)),
y

ol F, x(x=&E(T2) (x)+(—nx+&Mm+1) T (x)
(x=2n-1-a)+D,) x=8T(x)
Dy 0(x)

—x(x=&)((x=2n—1-a)+D,)(T?) (x)
(Dn,a’(x)
[(—nx+&m+1)(x-2n—-1-a)+D,) - F,(x=&)] T (x)
- D;0(x)
—x(x=&((x=2n—-1-a)+ D) (T?) (x)— o (x)T¥(x)
®n,a/(x)

L, ()

43
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donde

ox,n,@)=(-nx+&m+1)(x—a,+D,)—F,(x=¢),

y finalmente usando (13) tenemos

x(x=&)(Ty)" (%)

+2x+(x =& (@+1-x)|(T?) (x)
+@+1=x)+(n+ 1) (x=&] T (x)
(Ep—n(n+a))x(x— f)(T")'(x)Hr(x)T,‘,’(x)

=Dy D, (%)
+2E, —x(x=&)((x—2n—1— a)+D ))( @Y (X)— ()T (%)
D W(E—n(n+a))x(x—£)— 2E,lx(x &) (x—2n—1-a)+D,,)
)l(l(-x)
X (Tg) (0 + SG=20 T (x).

Resumimos los resultados de la dltima discusion
en la siguiente

Proposicién 2. El polinomio 7 (x) satisface la ecua-
cién diferencial lineal de segundo orden

x(x=&)¢" (x) + A(x,m)’ (x) + B(x,m)p(x) =

con
Axe,n)=2x+(x—=&)(a+1-x)
+ x(x=&[(nn+a)+E,) D, -2E, (x—a,)]
CDn,oz(x) ’
y
B(x,n) = (@+1-x)+(n+ 1)(x—§)—ﬂ(§;g(;c)

4. Perturbaciones de tipo Christofel

1 (07
Ahora consideremos a {S(x)}, . como la suce-
sién de polinomios ménicos ortogonales con respec-
to al producto interno

D)y = fo PG,

donde du = (x - {1)(x—{)dug, y {1 # {» son reales
negativos. Ademds, sean {P}}, . Y {Q4},cy las su-
cesiones de polinomios ménicos ortogonales con
respecto a los productos internos

P Dy, = fo p()g(x)dp1,

Dby, = fo P2,

respectivamente, con du; = (x—{1)du, and du, =
(x — {»)du,. Encontraremos una férmula de cone-
xién para S§(x) en términos de los polinomios

44

{09 ()}, - Usando a la familia {Q%}, .., como base,
expandimos el polinomio S ,(x)

Q%)+ D 45,

J=0

(x=4DS,(x) =

donde los coeficientes de Fourier vienen dados por
(= 0850.05 )

(Q50.050)
CHONoEN

sl

w2

qn,j

]

y entonces g, ; =0, para j=0,1,...,n—1, asi (x—
£1)S % (x) puede expresarse en la siguiente forma

sl
losliz,

pero evaluando la tltima ecuacién en {1, resulta

(x={DSH(x) = 0y, () + 0, (),

oz D@y 0
S =—-——
Isilf = - 2 o,
asi
a @ Qn+ (gl) a
(x={DS, () =0, 1 (x)— ngg) 0, (x). (14)
De la misma forma podemos obtener
» P (D) 2
SHU" = ————||P¢ 15
sl =- 22 0m as)
y
n1(82)
(x=22)S51() = Py, () - paém Pr(x). (16)
Mediante el uso de (14) y multiplicando por (x —{3)

tenemos

(x={D)(x =) (x) = (x =)0y, (X)

ga@,
Qn(é)( )0, (%),

y usando (6) resulta

(x={D(x=0)S,(x) =L (%)
_( Lin@) 2, &)
Lffﬂ(gz) Q%)
Q" (L)LY, (&)
L .
e ™

)LffH(X)
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Resumiendo

(x=dD)(x =028 n(x) = L] () +¥n 251, 2L (%)
+on2(01, )L (x) - (17)

con

Ly ()
+
n+1 (42)

Q:,;l ({1)
¥n2(41,42) ( 0" ) >0
e Qn+<i(§1)Ln+l(§2) -0

0, (&L (52)
Un resultado andlogo puede ser obtenido mediante el
uso de (16), usando como base la familia { P (x)}, o »
a saber

(x={D(x=0)S,(x) = Ly (%)
+ Y141, )L, (x)  (18)
+pn1(1, )L (%),
donde
LY., (&1) Pa+1(§2))
n » = - 0,
YurlG1,42) (L:+1<41>+ PG )

P (L)LY (L)

n b O
en1(l1,0) = PG >
Usando (2) y (18) tenemos

(x={D(x = )85 (x) = (x = a1 +¥n2) Ly (%)
+ (pn,Q —,Bn+1)L,Cf(X),

y por simplicidad escribiremos ¥(x) = (x - {1)(x —
$),
On = Unt1 = Yn2> €= (On2=PBn+1),
y asi
Y(x)S,(x)=(x=6,) L, (x)+€L;(x), (19)

entonces, derivando, multiplicando por (¢ +1—-x) y
X,, y usando (4) obtenemos

x(P0)ST(x) +(@+1-x)(P(0)ST(x)
=)L, (%)
—(x= ) (n+ DL, (0 +2x (L8, ) (0) - enL (),

=(a+1

ademas usando (3) resulta

x(P(0)S5(x)" +(a+1-x)(P(0)S; (x)
=(@+1-x)Ly (x)=(x=6,)(n+ 1)L (x)

+2(n+ 1LY, (%)

+2(n+1)(n+1+a)L;(x)—€nL; (x),

45

asi

x(P0)ST(x) +(@+1-x)(P(0)ST(x)
=((@+1-x)—(x=6,)(n+1)

+2(n+ 1)L, (x)
+QMm+D(n+1+a)—en)L;(x),

pero

(a+1-x)—-(x-06,)(n+1)+2(n+1)

—(n+2)x+(aue1 +6,(n+1)),

entonces si r(x) =
en =ﬁn+1 — €N

—n+2)x+(aps1+0,(n+1))y

x(P0)ST(x) +(@+1-x)(P(0)S5(x)

=ri(x)Ly, () +6,L;(x). (20)

De nuevo, tomando derivadas en (19) y multiplican-
do por x

x(‘I’(x)Sa(x)) = an+1 (0 +(x— (5,,))6( n+1), (x)
+&x(Ly) (%),

ahora, mediante la formula (3)

x(P0)S (%) = xLy,  (X)+ (x—6,) (n+ 1) LY, | (x)
+(n+D)(n+1+a)(x—6,) L;(x)
+€nLy) (x)

+en(n+a)ly_ (x),
y usando (2)

x(P)S 5 (x0)
=xLy () +(x=06,)(n+1) L5, (x)
+(n+D)(n+1+a)(x—06,)L;(x)
+enLy(x)+ €, (x—2n+1+a)) L] (x)
~€n ZH(X)
=(x+x=6,)(n+1)-¢) L, (x)
+((n+1)(n+1+a)(x—56,)
+en+6,(x—2n+1+a)))L;(x).

entonces, si definimos

kKi(x,n,a@)=n+2)x—(6,+90,(n+1)),

Kx,na)=(+n+1)(n+a+1))x
—(+6,(n+1)(n+a+1),
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tenemos las soluciones del sistema son explicitamente
Y
X(PW)SI() = m (DL, | () +ma(x)LI(). 1 (x) = YOS, & ) g
n n+1 n n+1(X) det x(‘P(x)S,‘f(x))' 71'2()() / n,2(x)
Esta ultima ecuacién junto a (19) forman un siste- _Y)S(0)m(x)  x(P(0)Sy, x) &
ma de ecuaciones con incégnitas L7 (x) y L;/(x), a B Q,0(x) B Q,2(x) ’
saber y

n+1 o (x=96,) Gn‘P(x)Sff(x)
k1 (x,n, @)L}, (X) + ko(x,n, @)L (x) = x (P (0)S 5 (%))’ L,(x) = det( [ x(FWS) )/Qn,2(x)

_ (=6 x (PS5 ()

{ (x=6) LY, | (X) + €L (x) = ¥(x)S (x)

entonces, si son usadas las expresiones de «(x,n,a)

y k2(x,n, @), y después de extensos célculos, si Qp2(x)
€ Y(0)S ()1 (x)
Qn(x) = det( K()(Cx_’fnc)y) . (xfr;l a) ) Qn,Z(x)
R S finalmente, reemplazando las soluciones en (20), te-
= anx2 +byx+cy, Nemos
donde x(P(0)ST(x) +(@+1-x)(P(X)ST(x)
an =& +n+Dn+atl), = i YOS (x)x(%x)s;’(x))’ &
By = — (s 4 6,) 60— 26fns IR e 1 Q)
oo 4 g F= )X (FDS ()’
y " Qn,Z(x)
€Y (x)S ()1 (x)
Cn =6 +(0n€n + 05 (n+a+1))(n+1) Q)
+on€n (n+a+1), agrupando y simplificando
% ’ ay/ N’ X€, (x—5n)x ’ a
2xS () +x(P) () (S3) () +x¥P(x)(S9)" () +|(@+1—x)+r (x)Q ) -6, TS ) ()8, (x)

X€, (x—=0,)x
Qu2(®) " Qo)
On€nrti(x) 11 (X)ﬂz(X))

Q2(x) Q2(x)

)qf(x) (52Y ()

+((a'+1—x)+r1(x)

+¥(0)S;(x) (

Resumimos los resultados en la siguiente y

Proposicién 3. El polinomio S § (x) satisface la ecua-

cién diferencial de coeficientes racionales Blx.m) = 2x + On€nr1(x) — ri(X)ma(x) ¥(x)
' Q'11,2()6)
xP(x)¢” (x) + A(x, )¢’ (x) + B(x,m)p(x) = 0, l@s1-nah (X)x€, = 0, (x—8,) x Py ()
Qn,Z(x)
donde
A(x,n) = x(P) (x) Agradecimientos
+ ((a +1-x)+ (X)x€n — by (x— 0n) X )‘I’( X) El autor agradece los comentarios y las sugeren-
Q2(x) cias hechos por el arbitro anénimo.
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