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Resumen

En este articulo se estudian algunas técnicas de interpolacion polinomial e
interpolacion polinomial a trozos. Respecto a las primeras, se propone una
demostracion alternativa de su equivalencia. También se plantea una sencilla
codificacion de tales métodos en el software Matlab, usando comandos basicos
y sin recurrir a rutinas de interpolacion predefinidas por este software.
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trozos, esplines cubicos.

Abstract

This article explores some polynomial interpolation and also piecewise
polynomial interpolation methods. With respect to the first one, it is suggested
an alternative demonstration of its equivalence. Also is posed a simple
encoding of such methods in Matlab software, by using basic commands,
without resorting to interpolation routines predefined by this software.

Keywords: Polynomial interpolation, piecewise polynomial interpolation,
cubic splines.
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Introduccion

Los polinomios algebraicos estan entre las funciones mas conocidas y
practicas del calculo y el analisis. Suimportancia radica en que por medio de
ellos se puede aproximar uniformemente cualquier funcion continua con un
dominio adecuado, y, entonces, acercarse a cuestiones como la derivacion e
integracion, o, simplemente, el calculo de un valor particular de la funcion
tiene un tratamiento algebraico relativamente simple. Formalmente se hace
referencia al siguiente teorema, que expresa de manera precisa y rigurosa
estas ideas y cuya demostracion puede verse, por ejemplo, en [1] o [2].

Teorema 1: Sea f una funcion de valor real, continua sobre un intervalo
compacto de la recta real. Entonces f puede ser aproximada uniformemente
por polinomios. Dicho de otro modo, para cada E > 0, existe un polinomio
P(x)talquesix = [a, b] entonces | fix) - P(x) | <E

La interpolacion polinomial es una herramienta matematica de gran
importancia en la teorfa de aproximacion, y, a grandes rasgos, busca dar
solucion al siguiente problema: dados los ntimeros reales distintos x, (llamados
nodos), coni = 0,1,2,..., n,y los reales y, también con i = 0, 1,3,...,n, encontrar
un polinomio P (x) de grado no mayor an tal que P (x) =y parai = 1,2,...,n.
Dicho de otro modo, si cada x, esta en el dominio de una funcion f, e y, = f{x)
entonces se buscaque P, =y, parai = 1,2,...n y que para valores intermedios,
el polinomio sea una aproximacion razonablemente buena de la funcion.

Enlapractica, resulta engorroso calcular los coeficientes de los polinomios de
interpolacion, y, por tanto, puede ser ttil programar algoritmos que permitan
obtenerlos para grados relativamente grandes, por medio de un software de
computador, que permitan, incluso, calcular valores particulares, aunque no
se tengan explicitamente los coeficientes de los mismos.

En la primera seccion de este escrito, se mencionan los fundamentos tedricos
de las principales técnicas de interpolacion polinomial, y de interpolacion
polinomial a trozos, poniendo especial atencion en estas tltimas, a los esplines
ctibicos, como ejemplos de curvas de interpolacion de mayor suavidad. En la
segunda parte, se propone una demostracion alternativa para establecer la
equivalencia de los polinomios interpolantes cue se obtienen respectivamente
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con el uso de las técnicas de interpolacion polinomial descritas. Finalmente
se propondra una codificacion de las técnicas tratadas, con la ayuda del
software Matlab. Respecto a este altimo, la programacion que se propone en
este escrito no es Gnica, casi todos los textos de analisis numérico exponen
algoritmos programables de las técnicas de interpolacion que tratan, por
ejemplo, si el lector esta interesado en ver otro tipo de programacion de
tales técnicas usando Matlab, en donde se usen directamente rutinas de
este software, (programas de proposito general), puede remitirse a [3], por
ejemplo; o si quiere ver codificaciones con el mismo software, que arrojen
valores particulares de las curvas interpolantes, puede ver por ejemplo [4].
Lo novedoso de las técnicas cuya programacion se propone en este escrito
(programas de proposito especifico), es que todas arrojan explicitamente los
coeficientes de los polinomios de interpolacion o de cada polinomio ctibico
cuando se requiera determinar algin esplin, sin necesidad de usar funciones
propias de Matlab, y con una codificacion, en cada caso, relativamente sencilla.

Este escrito, fundamentalmente quiere brindar una herramienta que permita
un contacto directo con las técnicas basicas de interpolacion. De esta forma,
se quiere que el docente que trate con este topico en un curso introductorio al
analisis numérico, o de métodos numéricos, disponga de una estrategia para
reforzar la ensefianza de los fundamentos de la interpolacion, y, en ese sentido,
se busca que el estudiante pueda “palpar” lo que en teoria puede resultar
tedioso y poco interesante, mediante el uso de un medio computacional, que,
sin lugar a dudas, resultara una actividad académica mas significativa.

Algunas técnicas de interpolacion polinomial

Polinomio de interpolacion de Lagrange

La primera técnica de interpolacion polinomial que se describe, corresponde
al polinomio de interpolacion de Lagrange”. El siguiente teorema establece

la existencia y unicidad de dicho polinomio y la forma de calcularlo; su
demostracion puede verse en [5 - 7] o en [8].

2 Joseph Louis Lagrange, (1736-1813), nacido en Turin, reconocido por sus importantes con-
tribuciones al calculo variacional y a la teoria de funciones analiticas. Fundo la Academia
de Ciencias de Turin. Ensenio en la Academia de Ciencias de Berlin sucediendo en la direc-
cion a L. Euler. En la tltima etapa de su vida fue profesor en la Academia de Ciencias de
Paris.
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Teorema 2.Sean > 1, ei = 0,1,...,n. Dados x, nameros reales distintos y y,
n + 1 nameros reales, existen n + 1 polinomios /, (llamados polinomios
coordenados), de grado n, con k = 0,1,...,n, tales que lk(xj)=8kj, donde Skj
representa la funcion delta de Kronecker, con

W= [ &2
j=0, j=k (2 = x,-)
Adicionalmente existe un tinico polinomio Z, de gradon, talque L, (x)= y, para
i=0,12,...,n, el cual tiene la forma

Ln() = ) b@ v
k=0

Método de Neville

Si se quiere interpolar cierto conjunto J de puntos, la determinacion de los
polinomios de interpolacion relativos a subconjuntos propios, no aporta
a la construccion del polinomio interpolante asociado a J. Esto puede ser
una desventaja desde el punto de vista algoritmico, y, en este sentido, un
método alternativo que usa interpolaciones de grado menor para obtener
otras de mayor grado es el método de Neville’. El siguiente teorema expresa
la forma que toma el polinomio interpolante cuando se usa esta técnica, y su
demostracion puede verse en [5] o en [9].

Teorema 3. Dados los k+ 1 nodos x,x_ ,....x,, , en el dominio de una funcion
f, con i entero no negativo, y suponiendo que y, = f(x,.) coni <j<k+i
el tnico polinomio de grado £, que interpola los £ + 1 puntos, (llamados

puntos soporte), (x, y,) notado como P /**#*¥(x) , tiene la forma

pli+Leit ) =xi) PR T 00— )

(i=Xi4k)

J

donde P/*(x) =y, , conl=0,1,.., k.

3 Eric H. Neville, (1889-1961), matematico inglés nacido en Londres, profesor de Cambridge
y de la Universidad de Reading. Reconocido por sus contribuciones en geometria diferen-
cial y educacion matematica.
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Método de Aitken

El método de Aitken* es similar al de Neville, en el sentido en que
interpolaciones polinomiales de menor grado contribuyen a formar otras de
grado mayor. Puede citarse su publicacion original [10] o también [11], para
ver los detalles de las ideas expuestas en el siguiente:

Teorema 4. Seai = 0,1,...,n. Dado el conjunto de n + 1 reales distintos x,, y
los reales y, el polinomio de grado 7, notado como P,  (x),que interpola los
n + 1 puntos de soporte (x, v, se obtiene a través de la formula:

_ 1 (x—xp)  Po.n-2n(x)
Po.n(x) = X1 = Xp (X —Xn-1)  Po.n-1(x)

_ (x = xp)Py.n—1(x) = (x = Xp_1)Py. n—2.(X)

Xn-1— Xn

Donde P,(x) = y,, conk =0,1,2,...,n.

De acuerdo con el teorema anterior, en algin momento deben calcularse
polinomios relativos a nodos que no son consecutivos, sin embargo el método
es el mismo, si se quiere construir el polinomio relativo aj +1 nodos no
consecutivos, se pueden numerar sus subindices x, , x, ..., x,, y la formula
para obtener el polinomio seria la misma:

1

Fnjg T *n;

(x - xnj) Pno...nj_z,n} x)
(x - xnj_1) Pno..:nj_l(x)

Pry..n; (x) =

(x = xn,) Pno...nj_l(x) -(x- xnj_1)Pno...n;_2,n;(x)

Ty T Xny

El proceso iterativo de construccion, en el caso particular n = 4, puede verse
de la siguiente forma:

Xo Py

X1 Py Poy

Xz P, Po2 Po12

X3 P Po3 Po13 Po123

X4 Py Pos Po1a Po12a  Po123a

4 Alexander Craig Aitken, (1895-1967) fue un brillante matematico neozelandés nacido en
Dunedin. Fue profesor hasta su muerte de la Universidad de Edinburgo en Escocia. Es
reconocido por sus importantes aportes al analisis numérico y por su inigualable memoria
y genio versatil.
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Teniendo en cuenta este esquema las diferencias de la variable y el nodo,
respectivamente, en cada entrada de la primera columna de la matriz a la
que se le calcula el determinante, se identifican considerando el maximo
indice, y su respectivo nodo en cada caso. Por ejemplo, si el polinomio es
P, el esquema sugiere usara P, y P, ,luego respectivamente, los nodos

014>
seleccionados serfan x, y x, , y por tanto, la expresion del polinomio serfa:

(x —x4) Poa(x)| _ (x = 2x4)Po1 (%) — (% — 21 ) Pya (%)
x; — x4 |(x = x1)  Por ()| X1 — X4

Po14(x) =

Note también que de acuerdo con el esquema, la construccion de todos los
polinomios de cualquier columna involucra a dos polinomios de la columna
anterior: el primero y el que esta en su misma fila. Otros esquemas de
construccion son posibles para exhibir el método de Aitken, pero, si se desea,
en alguna situacion particular, hallar el polinomio de interpolacion para
aproximar un valor especifico de un real 7, , debe tenerse en cuenta que, al
igual que las técnicas anteriores, los nodos no obedecen aninguna ordenacion
particular, por tanto se sugiere que se arreglen considerando su distancia a
1, €s decir, X, serd el nodo mas cercano a 1,y asi sucesivamente. Con este
arreglo de los datos dados usando el esquema de construccion descrito en el
teorema 4, se espera que el primer polinomio de cada columna represente
la mejor estimacion posible en el respectivo grado de interpolacion, esto es,
se espera que P (t,) sea la mejor aproximacion a través de un polinomio de
grado cero, que P (¢,) sea la mejor aproximacion posible a través de una
interpolacion de grado 1, y asi sucesivamente.

Interpolacion de Newton con diferencias divididas

Dado que el polinomio de interpolacion de Lagrange es tnico, evidentemente los
polinomios de interpolacion, hasta ahora descritos, deben ser el mismo, aunque
sus representaciones, aparentemente distintas, pudieran sugerir lo contrario.
En la siguiente seccion se hara una demostracion de la equivalencia de tales
formulas, y, de esa manera, se enfatizara que solo se esta haciendo referencia
a técnicas distintas que conducen al mismo polinomio interpolante. Ahora,
una nueva técnica consiste en considerar el polinomio, (llamado polinomio de
Newton):
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como la herramienta de interpolacion, e intentar encontrar los reales @ bajo
la suposicion que este polinomio realmente interpola los puntos soporte. E1
método se conoce usualmente como método de Newton, y las expresiones
que identifican los coeficientes estan dadas en términos de lo que se conoce
en la literatura como diferencias divididas. El siguiente teorema relata tales
aspectos, y su prueba, al igual que un tratamiento amplio y riguroso de las
diferencias divididas, puede verse en [11].

B(x) = ag +ay (x —xq) + az(x — xg)(x — xy) + - + a2, (x —xg) (¥ — 27) -+ (¥ — 2—1)

Teorema5.Seai =0,1,..., n. Dadoslosn + 1 nodos distintos X, en el dominio
de una funcion f, y suponiendo que f{x ) =y,con0<i<n un polinomio N (x)
de grado n, que interpola los # +1 puntos soporte (x, y,), viene dado por la
formula:

n k
NG =g+ Y e[ [(x =)
k=1 j=1

dondea,=y, yparak=12,...n a =flx,x,..x ] k =12, ..,n, representa
la k - ésima diferencia dividida que se define recursivamente de la siguiente
forma:

Flxeeas s Xeer] = i Xy -1l

Xitk — Xi

flxi Xip1, - Xkl =

Siendo i cualquier entero no negativoy f/x/=y..
Polinomios osculantes

Cuando se desea construir el polinomio de Taylor para cierta funcion f
alrededor de algtin punto interior de su dominio, solo se requiere informacion
de la funcion y sus derivadas en tal punto, dicho de otro modo, un tnico
punto del dominio y mucha informacion acerca de la variacion de f'y sus
derivadas en este. Por otra parte, se ha visto hasta ahora que para interpolar
dos 0 mas puntos soporte, se pide tnicamente conocer el valor de la funcion
en los nodos, en otras palabras, “menos” informacion de f respecto a mas
puntos del dominio. La situacion ideal seria conocer la variacion de la funcion
y algunas de sus derivadas, en varios puntos del dominio, y aprovechar toda
esta informacion para encontrar un polinomio que coincida, al igual que sus
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derivadas, con los valores de f y de sus derivadas, respectivamente, en cada
uno de los puntos. Tales polinomios se conocen como polinomios osculantes,
y se describen a continuacion.

Definicion 1. Sea f una funcion definida en un intervalo [a,b]. Seai = 0,1,...,n.
Seael conjuntodex + 1 reales distintos x,, y suponga que existen n + 1 enteros
no negativos m, m, ..., m , tales que para cada punto X, las derivadas hasta
el orden m_existen en ese punto, dicho de otra forma, f“(x) existe parak =
0,1,..., m,, conj = 0,1,...n. Ademas, seam = max{m, m,..., m } Entonces si
/< C"([a,b]) , se desea encontrar un polinomio de grado alos mas N, O, (x),
con iy = Z?:Dmi- + n+ 1, tal que para cada j, % PN(xj) = di_i f(x;)para
k=0,1,.., m, Este polinomio se denomina polinomio osculante.

Es claro que esta idea generaliza la construccion del polinomio de Taylor,
cuando n = 0, y la construccion de un polinomio de interpolacion cuando
m, = 0, para todo j. Un estudio detallado de la forma general de este tipo de
polinomios, puede verse en [12] o en [13]. Este escrito solo tratara un caso
particular de este tipo de polinomios, el cual se menciona a continuacion.

Polinomio de Hermite

Se considera ahora un caso particular de polinomios osculantes, conocido
como polinomio de Hermite’, cuando m, =1, para todo j. La demostracion
del siguiente teorema puede verse en [5,14, 9] o [8].

Teorema 6. Sea f una funcion continuamente diferenciable en el intervalo
[a,b],y sean XX ,...,X , n + 1 puntos del mismo. Existe un tinico polinomio
degradoalomas2n+1,H, , (x),talqueparacadai=0,1,..,n+1, H _ (x)=
f(x), y o= Han+10xd = 2 £(x:. Dicho polinomio viene dado por la fsrmula:

Honsa () = ) PGOFGD) + ) Qi (),
i=0 i=0

donde
Pi(x) = [P — 2(x — x)1" (%],

Qi(x) = [L;()]* (x — xy).

5 Charles Hermite, (1822-1901), matematico francés, contribuy6 significativamente al desa-
rrollo del algebra, los polinomios ortogonales y la teoria de nameros, entre muchas otras.
Fue profesor en el College de Francia, en Ecolle Normale y en la Universidad La Sorbona.




CIENCIA en

DESARROLLO

Interpolacion Polinomial, Algunas Técnicas y su
Programacion

teniendo en cuenta que /(x) representa al i - ésimo polinomio coordenado
relativo al polinomio de interpolacion de Lagrange para los # + 1 nodos dados.

Interpolacion polinomial a trozos, esplines

Las ideas exhibidas hasta ahora tienen que ver con el uso de un polinomio
de interpolacion para dar una aproximacion global de la funcion f en
cuestion, es decir, se trata un tnico polinomio de interpolacion en todo el
intervalo que contiene los nodos. Ahora exhibiremos algunas técnicas que
permitan construir una aplicacion interpolante que, localmente, es decir,
restringida a cada uno de los subintervalos determinados por los nodos, sea
un polinomio de cierto grado no muy grande. Este tipo de interpolacion a
trozos es conocida en la literatura como esplin, y tiene la tendencia de no
exhibir las severas oscilaciones que en general tienen los polinomios de
grado muy grandes, si se establecen ciertas condiciones de frontera; dicho de
otra forma, la curva es “mas suave” comparada con cualquier interpolacion
polinomial. Suuso no solamente se restringe al campo del analisis numérico,
sino que también es una herramienta util en el disefio grafico asistido por
ordenador y se relaciona con la solucion de problemas con valores en los
bordes de ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. A continuacion se
tratan los tipos de esplin mas recurrentes, y se invita al lector interesado
a que se remita, por ejemplo, a [14], para ver otros tipos de interpolacion
a trozos como los esplines lineales y cuadraticos, interpolacion cubica de
Bessel e interpolacion de Akima, entre otros.

Esplin cabico de Hermite

Este método de interpolacion polinomial a trozos consiste en construir un
polinomio de interpolacion de Hermite en cada subintervalo generado por
el conjunto de nodos. Notese que, de acuerdo con el teorema 6, cada uno de
estos polinomios debe ser de grado 3. Formalmente se da la siguiente:

Definicion 2. Sea funa funcion continuamente diferenciable en el intervalo
[a,b], y sean x,, X,,..., x, n + 1 puntos del mismo, ordenados en forma
creciente. Se define el esplin cabico de Hermite como la aplicacion s € C!
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([a,b]), tal que paraj=0..,ns(x) = f(x) =f(x),y s'(x,) = f(x), y ademds para
Jj =00+l s = s\[xj,XjH] es el polinomio de Hermite de grado 3 que
interpola los nodos x, y x,_, .

La forma explicita de calcular el esplin cubico de Hermite y su existencia,
se establece en el siguiente teorema cuya sencilla demostracion se basa en
el hecho de considerar el esplin y su derivada, evaluados en x. Se propone,
como un buen ejercicio para el lector, completar los detalles de la prueba.

Teorema 7. Bajo las condiciones de la definicion anterior, existe un tnico
esplin ctibico de Hermite cuya ecuacion en cada subintervalo [xj, xj41] es:

sj(%) = co + c1(x — x7) + c2(x — %) + c3(x — )3,

donde h}- = le'.|.1 s IJ

Cf(ge) = FO) () + 21 (%)
Cy = 3 3 =
h; h;

_ SG) +11G) L fe) — £O9)
- h? h}

Esplines cubicos

Un esplin ctbico, en términos generales, es un conjunto de polinomios
ctbicos, (posiblemente distintos), cuyos grafos estan unidos o “pegados”
por los puntos soporte relativos a los nodos interiores, de tal forma que se
garantice “suavidad” de la curva resultante. La esencia de esta técnica es
construir un polinomio ctibico sobre cada subintervalo determinado por la
particion formada por los nodos, de tal manera que la funcion resultante sea
diferenciable en cada uno de estos. Un completo y detallado tratamiento de
los esplines puede encontrarse en el clasico [14]. Proponemos la siguiente:

Definicion 3. Sea f una funcion definida sobre un intervalo [a,b]y sea
fa = xo, %y, .,y = b}, (6 <%, 51 1<) una particion del intervalo.
Una funcion S:[a,b] = R, se denomina un esplin (o trazador) ctbico
interpolante si satisface:
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e 5€C*[a,b]),
o S(x;) =f(x;) paracadaj=01,..,n =1

o 5 |{xj_:jﬂ] = 5, es un polinomio ctbico, paracada j = 0,1,...,n — 1.

Bajo estas condiciones, la aplicacion § no es tnica y su determinacion
dependera del tipo de condiciones de frontera que se impongan. En
particular, las condiciones mas conocidas y convenientes son las siguientes:

L 5”(:‘1} =$”(b) =0

2. §'(@) = f'(@) y S'(b) = f'(b)
3. 5%(a) = 5*(b), parak = 1,2,3.

4. f"" es continua en X1 yen *n-1

Satisfaciendo una de las condiciones (1), (2) o (3), S se denomina esplin
natural, esplin sujeto a los bordes o esplin periodico, respectivamente. La
condicion (4) es conocida como “not a knot”, y permite establecer que los
pares So(x), 51(x) y Sn-2(x), Sp-1(x) estan descritos, respectivamente,
por el mismo polinomio.

Respecto alas tres primeras condiciones, el esplin que determinan posee una
propiedad de minoridad, enel sentido de que con la norma de Lz([a,b])
la segunda derivada tiene menor magnitud que cualquier otra aplicacion
en C*([a, b]), que coincida con f en los nodos y que satisfaga alguna de
las condiciones (1), (2) o (3). Para enunciar formalmente este hecho, se
menciona el siguiente teorema cuya prueba puede verse, por ejemplo, en [11].

Teorema 8.Sea S un esplin que aproximaa f en el intervalo [a, b], satisfaciendo
una de las condiciones (1), (2) o (3), y sea g € €*([a, b]), otra funcion que
coincide con fenlosn + 1 nodos dados, y que satisface la respectiva condicion
(1), (2) 0 (3). Entonces § satisface la propiedad de minoridad:

(5" ()2dx < [ (9" (x))%dx.

El siguiente teorema garantiza la existencia de un tnico esplin para cada
condicion de borde expuesta anteriormente, e implicitamente, la forma de
calcularlo.
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Teorema 9. Si § satisface alguna de las condiciones (1), (2), (3) o (4) de la
definicion anterior, este es Gnico respectivamente, y para j = 0,1,2,...,n — 1:

Slixj ) = Si(x) = aj + bj(x — x) + ¢ (x — x)* + dj(x — x;)°,
donde los coeficientes {@:}i=p vienen dados por la ecuacion

5(x;) = a; = f(x;). Los coeficientes {cidi=0 estan determinados por el
sistema He = a, con:

Ho H H2 Hz = Hp-2 Hn-1 Hn
ho z(ho + hl) h1 0 b 0 0 0
H _ 0 h]_ Z(hl + hz) hz A 0 0 0
0 0 0 0 - hyy 2(hp-1+hp2) hp
Mo m N2 N3 = Tn-2 NMn-1 Mn

C = (CO’ Cl' e ’ Cn)TF
Qo
3 3
h_l[az —a] - h_o [as — ao]
a= :

3 3
—an —Ap_1] —7T—Ap-—1 — Ap-
hn—l[ n n 1] hn—z[ n-1 n 2]

an

y con fj = X321 = X; Entonces los coeficientes {b;}i=g v, {d:}{=g vienen
dados por las ecuaciones:
aj_1 = aj _ hj(ZCj + Cj+1)

by 3

Gl G

3 3
3h—1[az —a4] _h_o[al_aO]

En cada una de las cuatro condiciones de frontera se obtienen dos ecuaciones
adicionales respectivamente, que determinan la primera y altima fila de
la matriz de coeficientes H: para la condicion (1): €g = €, = 0, por tanto
do=Nn=1, ptp =m;=0 para k=1,..,n y i=0,..n—1; ademas
tpg =a,=0.

Para la condicion (2),
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3
2hgco + hocy = h_o[al —aol — 3f"(xo)

y por tanto

3
hn-16n-1 + 2hy_ycq = 3f"(2n) — h_[an = Qp_q]
n-1
y por tanto to = Zho, 1 = ho, Mn-1=hy-1, My =2hp-y, g =m;=0,para k=2,..ny
. A 3 / 1 3
i=0,.,n—2; admis a, = h—o(al —ag) = 3f"(xp), @y = 3f(x,) —m(an —Gy_y).

Para la condicion (3),
Co=0Cpy

h b 3 3

3 @0+ &) + 5= Qen + en) = [an = anea] = o[ = 0o
yentonces pp =1, py = =1, g =0para k =1,..,n =1, no = ((2he)/3), 11 =
((h)/3), Mn-1 = ((hn-1)/3), Tt = ((2hn-1/3), n; =0para i=2,..,n—2;ademds ao =
0y ap = (3/(hn-1))(an — an-1) — (3/(ho)) (a1 — o).

Para la condicion (4),
h1CO — (ho + h‘l)cl + hoCz = 0,
hp_26n-3 — (hn—z + hn—l)cn—z +hyaCp1=0,

Y por tanto o = hy, U= —(ho + h1), Uz = ho, U = 0 para k=3,..,n, Np-2 = hn_z,
M1 = —(hp-p + hp—1), M = hp—p, 7y =0 PAra i =0,..,n —3;ademas ag = a, = 0.

La demostracion del anterior teorema radica en establecer la no singularidad
de la matriz de coeficientes H, lo cual garantiza la existencia de tinica solucion
del sistemaden + 1 xn + 1, He = a. Las dos ecuaciones adicionales que se
obtienen en cada caso, y que permiten completar el sistema, se obtienen de
manera relativamente sencilla usando las condiciones de borde respectivas.
Notese que para la condicion (1) los polinomios ctibicos 31 ¥ Sn—1carecen de
término cuadratico; en la condicion (2) se requiere tener informacion sobre el
valor de la derivada de la funcion f en el primer y tltimo nodo; para (3) se debe
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tener en cuenta que f(¥o0) = f(X) 1o cual es producto de la primera de las
tres hipotesis que se tienen en esta condicion; para la condicion “not a knot”
forzar la continuidad de la tercera derivada de f implica que las imagenes de
los nodos *1y ¥n=1, es decir el primero y el tltimo de los nodos interiores, no
son la conexion o el empalme de dos polinomios ctbicos distintos, o en otras
palabras, So = S1y Sn-2 = 55-1. Se invita al lector interesado en este tipo
de cuestiones, a que consulte las referencias [15, 14, 5, 3, 6], o [9], para ver los
detalles de la prueba del teorema anterior, ademas para ver representaciones
del error de interpolacion que se comete en cada uno de los cuatro casos.

Equivalencia de las técnicas de interpolacion

En principio, se recurre al conocido teorema fundamental del algebra que
garantiza la existencia de, a lo sumo, n ceros distintos para un polinomio de
grado M. Su demostracion puede verse, por ejemplo, en [16].

Teorema 10. Si P es un polinomio de gradon = 0, con coeficientes sobre un
campo F, entonces P tiene a lo mas 7 raices distintas en F.

Ahora esbozamos la sencilla demostracion del hecho que si dos polinomios
de grado n tienen las mismas raices, y si el coeficiente principal es el mismo,
entonces los polinomios deben ser el mismo.

Teorema 11. Sean Py @ polinomios de grado M, con las mismas raices
€1,€2 ., Cn Si el coeficiente principal de cada polinomio es el mismo
entonces P = (.

Demostracion. Definiendo R{x) = P(x) — Q(x), es claro que si el coeficiente
principal de cada polinomio es el mismo entonces grad(R) =n -1,y
que R(¢;) =0, paral = 1,2,3,..n Se tiene entonces que R(x), que es un
polinomio de grado no mayor a n — 1, tiene n ceros. Como consecuencia del
teorema anterior, necesariamente R debe ser idénticamente cero, y por tanto

P=Q

Ahora se procedera a demostrar el principal resultado de esta seccion, el
cual consiste en dar una prueba alternativa del hecho que, los polinomios de
interpolacion obtenidos por los métodos de Lagrange, Diferencias Divididas,
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Neville y Aitken, son el mismo. La principal demostracion de este hecho
es consecuencia de la unicidad del polinomio de interpolacion. En efecto,
enunciamos el siguiente:

Teorema 11. Dados los n+1 nodos X X1 .., Xy, y los respectivos
polinomios definidos en los teoremas 2, 3,4 y 5, se tiene que paratodo x € R

L) = B ™M (x) = N,y (x) = Py_n(%).

Demostracion. Se demostrara inicialmente, por induccion sobre n, que
Lilx)= Fm'"*"l (x), para cualquier n. Cuando n = 1 el resultado es trivial.
Se supone que dado un conjunto de * nodos X g X414, s Xi4p—1, cON ¥ = k, sC
tiene que L,—4(x) = FL""H' ¥ () Tenemos, por definicion, y sin pérdida
de generalidad, que

ploLk] =P %0 - (-2 P M @)
)= (x0—xk)

4

Usando la hipotesis de induccion, y dados los polinomios de interpolacion
de Lagrange de grado k — 1

entonces:
k=1 k- ko k
(01k] oy _ (X = %Xk) (= x]) (x = x) (x- x,)
B = (xo = xk)iZ l_[ i-%)" Go- %) Z =1._L=i (t-1)"
_ (x—x) x= xj
D) l_[ 1(xo - x;)

Z (x—x.) ﬂ (x-%) G-x) 17 (- 5|,

(xo — xk) (xl—xl) (% - xk) ﬂ(z xj)

(x Xo) l_[(x x])

= xi) (:vc,c x])
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Considerando el segundo término en la tltima suma, este es equivalente a:
k-1
l_[ [ x — X H(x—xk) (x-x) (x-—x) (x—xk)] "
j=1, j=#i xl - xl (g — x) (o —x0) (g — x3) (o — ;) ||
-5 n H( ) (=)
i=1 ]=1 j$l - x] (xl - xk) (xl - xO) H
1

S[re -x,]]

k-1

2

i=1|j=0, j#i

luego se obtiene finalmente

Pk[O'l"“'k] (x

.5

]:1 i=1

L ez

donde Lx (%) es el polinomio de interpolacion de Lagrange para los nodos
X X150 X% Asi se obtiene el primer resultado.

Por otra parte, se demostrara que Ly, (x) = N, (x). Notese que el coeficiente
principal de L, (x) es

5[ f1.00)

k=0

y que el coeficiente principal de Ny, (x), de acuerdo con el teorema 5, es

f[xlr ) 'xn] - f[xO;"'uxn—1]
Xn — Xo

an = f[xOrxlr : 'xn] ==

Se puede demostrar por induccion [8] que

-1
f[xo;xl' o 'xn] = Z I _xj)> Yk
j=0, j*k
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asi, los coeficiente principales de L, (x) ¥ N,,(x) son el mismo, y de acuerdo
con sus definiciones, evidentemente sus raices son las mismas, (los nodos).
Usando el teorema anterior, se tiene que L, (x) = N,, (x).

También por induccién, mostraremos que L, (x) = B, ,,(x) para todo 7.
Parael caso™ = 1 el resultado es trivial. Ahora, dado un conjuntos de r + 1
n0dos Xy Xj41s s X4y, cONT + 1 = &, supongamos que L, (x) = P; ,..;(x)
. Sin pérdida de generalidad, tomemos los k + 2 nodos xg, xq,..., X ps1-
Tenemos, por definicion, que

(o = X 41) Py (x) = (x = 1) Po...e—1,641 (%)

Xk — Xg+1

P0-~-k (X) -

Po..41(x) =

(x —xg)
(xx — xg41)

_ (x = xg41)

Py...j— (%)
(0 — Xpe41) Olemtiert

usando la hipotesis de induccion

-X) © T (—x)

Po..kr1(x) = Yj
X — X . —
(i k+1)j=0i=0, - (% —x;)
k1 k+1
(x = x0) (x —x;) y
e 1y,
X — X s
(ke = %ee) j=0, J#k i=0, i%], izk (% =)

desarrollando el ultimo término de cada suma, teniendo en cuenta el
respectivo factor que las afecta, se obtiene:

k-1 Kk k+1
P () = (x = Xj41) (x = x;) y (x = x;) y
0-k41(X) = | | Y Y
X=X —% X =X,
(X = Xpe41) 20 1=0, jai (xj x;) i=0, iik( k= Xi) 2
k=1 k+l k1 ;
(x — x) (x - x;) " (x = x;) y i
o — Y T Vk+1 ~ g
K =% i — X; K41 — X, ; A
(e = Ziee) J=0 i=0, %], izk (% - ) i=0, l¢k+1( vt = %0) Z
-]
d 1 e -
y Compactan 0 €n una sola suma, se tiene: oy
= X=)
£
k-1 k k+1 £ 3
B = (x — Xge4+1) (x —x) " (x — %) (x —x;) % g 2
o0-de+1(X) = E | | j = —Y 2
—-x ——— X, — o g .
S| Cr =) 5 L (=) @emmenn) o 4, (g = x) EE:
k+1 k+1 SN
2 (x —x;) n (x —x;) y g5
— Yk < Vk+1- 8=
] —_X: o°
i=0, izk S i=0, izk+1 (tierr = 20) v Z
oD
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(xj-nea) (xjmn)
Dentro de la suma, multiplicando por (s j—2ns) Y (j—2n), TeSPeCtivamente en

cada uno de los términos dentro de la suma, se obtiene:

k-1 & K+l
(c—x) (% —xp41) (%5 —x) (x —x;)
PO--'k+1(x) =] ( —x )+( — ) y}+ ﬁyk
720i=0, j=i (g =) \Oe = Xeaa) * Coies = 2 1=0, ek kM
k+1
+ (x —x;) y
V41
i=0, i¥k+1 (a1 = 1)
k-1 k

Nk A
720 i=0, j=i (3 —x) (0 = ) iz (ks

= Lgy1 (%),

0, i#k

como se queria demostrar.
Programacion de las técnicas de interpolacion

Ahora se presenta la codificacion de las distintas técnicas que se han tratado
a lo largo de este escrito, recordando que el software Matlab dispone de
rutinas propias para manipular la mayoria de tales métodos. La intencion, en
principio, es dar una alternativa mucho mas sencilla desde el punto de vista
del uso de sentencias basicas propias de ese lenguaje de programacion, las
cuales resultaran familiares para cualquiera que haya tenido la oportunidad
de haber conocido los fundamentos de programacion en Matlab. Por otra
parte, se quiere compartir el deleite de programar con aquellos que también
disfrutan de este arte como herramienta fundamental para exhibir el poder del
analisis numérico. Se recomienda tener en cuenta que en todos los codigos que
se presentan, el namero de nodos que se trabajan es 1, (y no n + 1), y que el
subindice del primero de ellos es 1, (y no 0).

Polinomio de interpolacion de Lagrange

El algoritmo construye y almacena las funciones coordenadas en las filas de
una matriz cuadrada A de orden n, y luego la opera, desde el punto de vista
matricial, con el vector Y que contiene en sus componentes las imagenes de
los nodos. Al correr el codigo, este arroja los coeficientes del polinomio de
interpolacion de Lagrange, almacenados en el vector L, ademas de presentar
el grafo del polinomio.
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format long

n=input ('¢numero de nodos? ‘),

X=zeros (1,n); Y=zeros(n,1); for i=1:n,

X(1,1i)=1input(‘inserte nodo '); Y(i,1)=input ('inserte

imagen del nodo ‘'); end

A=zeros (n,n) ;

for i=1:n, B=[1]; for j=1:n, if i==j, continue, else,

B=(1/(X(1,1)-X(1,3)))*conv([1 -X(1,7)],B); end,

end, A(i,:)=B; end

L=zeros (1,n); for i=1:n, L=L+Y(i,1)*A(1i,:),; end

disp('Los coeficientes del polinomio de interpolacion

de Lagrange son’) ;

L %muestra coeficientes del polinomio de interpolacion

x=[min(X)-1:0.01:max (X)+1] ;

for i=1:n $%grafica de los puntos a interpolar
plot(X(1,i),Y(i,1),’h’),9rid on, hold on

end, plot(x,polyval (L,x),’'r’);

Método de Newton

En las lineas de codigo se calculan los coeficientes de Newton, en principio,
usando una matriz cuadrada de orden n, D, que en su columna j-ésima
almacena las j-ésimas diferencias divididas de tal manera que al terminar
el proceso de calculos arroja una matriz triangular superior representada
por D, donde sera explicita la manera iterativa en que progresa el calculo
de tales diferencias. La primera fila de la matriz representa de manera
ordenada, los coeficientes de Newton. Luego el codigo presenta el calculo
explicito de los coeficientes del polinomio de interpolacion basado en la
formula descrita en el teorema 5, almacenando cada término polinomico de
laforma @ l'I}‘: 1(-1' —X ;-1], en las filas de la matriz cuadrada P de orden n,
y sumando estas filas para arrojar el vector Df que contiene los coeficientes
del polinomio de interpolacion. Adicionalmente se presenta la grafica del
polinomio interpolante.

n=input (‘inserte numero de nodos '), format long
X=zeros(1l,n); Y=zeros(l,n);
for i=1:n, X(1,i)=input(‘inserte nodo ‘),
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Y(1,i)=input(‘'inserte imagen del nodo ‘), end

D=zeros(n,n),; for i=1:n, D(i,1)=Y(1,1); end

for i=2:n, for j=1:n+1-1i, D(j,1i)=(D(j+1,i-1)-

D(j,1-1))/(X(1,j+i-1)-X(1,7)); end, end

D Zmatriz triangular superior de diferencias

divididas

disp('Los coeficientes de Newton son’); D(1,:)

%coeficientes de Newton

P=zeros (n,n) ;

P(1,n)=D(1,1);

for i=2:n, B=1;

for j=1:i-1, B=conv([1 -X(1,7)],B),; end
B=D(1,1)*B; k=length (B),

for m=1:k, P(i,n+1-m)=B(1,k+1-m); end

end, Df=zeros(l1,n); for i=1:n, Df=Df+P(i,:); end

disp('Los coeficientes del polinomio de

interpolacion son’),; Df

x=[min(X)-1:0.01:max (X)+1];,

for i=1:n, plot(X(1,i),Y(1,i),”’h’),grid on, hold

on, end

plot(x,polyval (Df,x),’r’); $grafica del polinomio

Método de Neville

Se propone trabajar con una matriz B que varia de dimension de acuerdo
con el grado de los polinomios base que necesita. Inicialmente es una matriz
de orden (n — 1) x 2, para almacenar en cada fila los polinomios de grado
uno dados por la formula B, (x), y luego usando estos polinomios, segtn el
método de Neville, aumentar el namero de columnas segain como aumenta el
grado de los polinomios que se calculan y reducir el namero de filas conforme
el namero de polinomio base por calcular se reduce, hasta llegar a una matriz
1 X n que contiene los coeficientes del polinomio interpolante. Dado que
las dimensiones de la matriz B van cambiando, al finalizar en cada paso su
construccion, antes de cambiar las dimensiones, esta toma la denominacion
de A, que inicialmente es un vector que contiene las imagenes de los nodos y
estas son de hecho cada %I,:l (x), los cuales son el primer grupo de datos que
requicren los p| el {5 )
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format long

n=input (‘'inserte numero de nodos’); X=zeros(l,n);
A=zeros(n,1);

for i=1:n, X(1,i)=input(‘inserte nodo’);
A(i,1)=input(‘inserte imagen de nodo’); end

for i=1:n, plot(X(1,i),A(i,1),’p’), grid on, hold
on, end

for k=1:n-1, B=zeros(n-k,k+1),

for i=1:n-k, B(i,:)=(1/(X(1,1)-

X(1,i+k))) *(conv([1 -X(i+k)],A(i,:))-conv([1
-X(i)],A(i+1,:))); end

A=B;

end

A, T=[min(X)-2:0.01:max(X)],;,

plot(T,polyval (A,T));

Método de Aitken

La idea base del disenio del codigo es la misma que el método de Neville,
teniendo en cuenta que al aumentar el nimero de columnas y reducir el
namero de filas, siempre se debe usar el primer polinomio, es decir, la primera
fila de la matriz del paso anterior para construir todos los polinomios que
completan la matriz actual.

format long, n=input (‘'inserte numero de nodos’) ;

X=zeros(l,n); A=zeros(n,1),

for i=1:n, X(1,1i)=input(‘inserte nodo’);

A(i,1l)=input (‘inserte imagen de nodo’); end

for i=1:n, plot(X(1,i),A(i,1),’p’), grid on, hold

on, end

for k=1:n-1

B=zeros (n-k,k+1) ;

for i=1:n-k
B(i,:)=(1/(X(1,k)-X(1,i+k)))*(conv([1
-X(i+k)],A(1,:))-conv ([l =-X(k)],A(i+1,:)));

end

A=B;
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end, A, T=[min(X)-2:0.01:max(X) ],
plot(T,polyval (A,T));

Polinomio de Hermite

De acuerdo con su construccion, aqui se requiere un vector adicional que
almacene los valores de la derivada de la funcion en cada nodo. Primero se
almacena cada polinomio coordenado en una matriz de orden n, A, y luego
se usa para construir los polinomios P; (x) = [1;(x)]*[1 — 2(x — x; )1 " (x)],
y Q:(x) = [L,(x)])* (x - I,-), que paralelamente se van operando por f(x;)y
f'(x ) respectivamente y sumando en la medida en que se van construyendo.
Tales sumas totales son Py Q, cuya suma finalmente es H, y ese es el resultado
que arroja, al igual que su grafo.

n=input ( ‘numero de nodos ‘);
=zeros(l1,n); Y=zeros(l,n); Z=zeros(1l,n),;
for i=1:n
X(1,1i)=input (‘inserte nodo ‘), Y(1l,i)=input(‘inserte
imagen del nodo ‘),
Z(1,i)=input(‘inserte valor de la derivada de la
funcion en el nodo ‘);
end, A=zeros (n,n);
for i=1:n
B=[1];
for j=I1:n
if i==7
continue
else
B=(1/(X(1,1)-X(1,7)))*conv([1 -X(1,7)],B);
end
end
A(i,:)=B;
end
P=zeros(1,2*n); QO=zeros(1,2*n) ;
for i=1:n
pP=p+Y(1,1) *conv(conv(A(i,:),A(i,:)),[-2*polyval (p
olyder(A(i,:)),X(1,1i)) 2*X(1,1i)*polyval (polyder (A(i,:
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)),X(1,1))+1]);
0=0+7(1,1i) *conv (conv (A(i,:),A(i,:)),[1 -X(1,1)]),;

end

H=P+Q, x=[X(1,1)-1:0.01:X(1,n)+1];, for i=1:n,

plot(xX(1,1),Y(1,i),’p’),hold on; end

plot (x,polyval (H,x),’r’”);

Esplin cabico de Hermite

La idea del codigo anterior es usada aqui también, solo que se construiran
tantos polinomios de Hermite de grado 3 como subintervalos generados por
los nodos. El resultado es una matriz G de orden 1 % 4, 1 indica el namero
de subintervalos, y el namero de columnas muestra los coeficientes del
polinomio de Hermite en cada fila.

n=input ( ‘numero de nodos ‘), X=zeros(1l,n);
Y=zeros(1l,n); Z=zeros(1l,n);
disp (‘recuerde insertar los nodos ordenados en forma
creciente’)
for i=1:n
X(1,i)=input(‘inserte nodo ‘), Y(1,i)=input(‘inserte
imagen del nodo ‘),
Z(1,i)=input(‘inserte valor de la derivada de la
funcion en el nodo ‘),
end, for i=1:n, plot(X(1,i),Y(1,1i),’p’), grid on,
hold on; end
h=zeros (1,n-1),; for i=1:n-1, h(l,i)=X(1,i+1)-X(1,1);
end, G=zeros (n-1,4);
for m=1:n-1
A=zeros (2,2);
for i=m:m+1, B=[1];
for j=m:m+l

if i==j, continue, else, B=(1/(X(1,1)-

X(1,3)))*conv([1 -X(1,7)]1,B); end

end, A(i-m+1,:)=B;
end
P=zeros(1,4),; Q=zeros(1,4);
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for i=1:2
P=P+Y (1,m+i-
1) *conv (conv(A(i,:),A(i,:)),[-2*polyval
(polyder (A(i,:)),X(1,m+i-1)) 2*X(1,m+i-
1) *polyval (polyder (A(i,:)),X(1,m
+i-1))+1]);
0=0+Z(1,m+1i-
1) *conv(conv(A(i,:),A(i,:)),[1
-X(1,m+i-1)]);

end

H=P+Q; x=[X(1,m):0.01:X(1,m+1)];
plot(x,polyval (H,x)); G(m,:)=H;
end, G

Esplines cubicos

Como se ha discutido, el cambio de condiciones de borde en el esplin,
permite completar un sistema de igual namero de ecuaciones e incognitas,
agregando dos ecuaciones mas al sistema, las demas ecuaciones son las
mismas sin importar la condicion de borde. Por tanto, lo tinico que variara
en la codificacion de cualquiera de los tipos de esplin, segtn la condicion de
borde, sera la manera de introducir los datos respectivos en la primera y tltima
fila de la matriz de coeficientes H, y en la primera y tltima componentes del
vector a. A continuacion se muestra la codificacion de un esplin natural, (tenga
en cuenta que la numeracion presente en las lineas de codigo no hace parte
del mismo, solo tiene fines descriptivos). El vector h contiene, en sus n — 1
componentes, los valores f; de la definicion, y la matriz de coeficientes H es
una matriz cuadrada de orden n. En las lineas 6 y 9 se hace la introduccion de
las sentencias relativas al esplin natural y las dos ecuaciones que completan el
sistema. Es sobre esas lineas que se hara la variacion cuando se quiera cambiar
de condiciones de borde.

1 format long, n=input ('‘numero de nodos ‘);
X=zeros(1,n); A=zeros(1l,n),

2 for i=l:n, X(1,1i)=input(‘inserte nodo ‘),
A(l,1i)=input (‘inserte imagen del nodo '‘); end
3 for i=1:n, plot(x(1,i),A(1,1i),’p’), hold on;,
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end

4 h=zeros(l,n-1);

5 for i=1:n-1, h(l,i)=abs(X(1,i+1)-X(1,1)); end,
H=zeros (n,n) ;

6 H(1,1)=1; H(n,n)=1;

7 for i=2:n-1, H(i,i-1)=h(1,i-1);
H(i,1)=2*(h(1,i-1)+h(1,1)),; H(i,i+1)=h(1,1i); end
8 a=zeros(n,1);,

9 a(1,1)=0; a(n,1)=0;,

10 for i=2:n-1, a(i,1)=(3/h(1,1i))*(A(1,i+1)-
A(1,i))-(3/h(1,i-1))*(A(1,i)-A(1,i-1)); end

11 T=rref([H al]),; C=(T(:,n+1))’,; B=zeros(l,n-1);
D=zeros (1,n-1);

12 for i=1:n-1, B(1,i)=(A(1,i+1)-A(1,1i))/h(1,1)-
h(l,i)*(2*C(1,i)+C(1,i+1))/3; end

13 for i=1:n-1, D(1,i)=(C(1,i+1)-C(1,1))/
(3*h(1,1)); end

14 for i=1:n-1

15 Y=[X(1,1):0.1:X(1,1i+1)];

16 P=[D(1,i) C(1,1)-3*D(1,1)*X(1,1)
3*D(1,1i)*(X(1,1))"2-2*C(1,1)*X(1,i)+B(1,1)
C(l,1)*(X(1,1))"2-D(1,1i)*(X(1,1)) "3~
B(1,1)*X(1,1)+A(1,1)];

17 plot(Y,polyval (P,Y),”’r’); hold on,

18 end

19 M=zeros (4,n-1); for i=1:n-1, M(1,i)=A(1,1);
M(2,i)=B(1,1i); M(3,1)=C(l1,i); M(4,1)=D(1,1); end,
MI

En este codigo, las lineas 7 y 10 muestran el uso de las m = 2 ecuaciones
que permanecen fijas a pesar del cambio de condiciones de borde. De la
linea 14 a 18 se construye y grafica cada uno de los polinomios ctbicos en
cada subintervalo. Los vectores A, B, C y D almacenan respectivamente los
coeficientes {%L r{b}—1{ F_{y{qJ_{ Tales vectores, en ese
orden, son arrojados despues de e]ec:utar el codlgo como las cuatro columnas,
en tal orden, de una matriz M, den — 1 filas. Si el esplin con el que se trabaja
es sujeto a los bordes, se debe agregar la linea:
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da=input (‘inserte el valor de la derivada en
primer nodo’);
db=input (‘inserte el valor de la derivada en
ultimo nodo’) ;

al principio del codigo, por ejemplo en la cuarta linea. Y para almacenar las
dos nuevas ecuaciones que completan el sistema, se deben cambiar las lineas
6y 9 por las siguientes:

6 H(1,1)=2+*h(1,1); H(1,2)=h(1,1); H(n,n-
1)=h(1,n-1); H(n,n)=2*h(1,n-1);

9 a(1l,1)=(3/h(1,1))*(A(1,2)-A(1,1))-3%day;
a(n,1)=3*db-(3/h(1,n-1))*(A(1,n)-A(1,n-1));

Si el esplin es periodico, recuerde que las imagenes del primer y altimo nodo
deben ser las mismas, por lo tanto podrian modificarse levemente las lineas
en las que se almacenan los nodos y sus imagenes, por ejemplo asignando al
valor de la imagen del altimo nodo, el valor de la imagen del primero, una vez
se haya introducido este altimo. En este caso, las lineas que reemplazan a la
6y 9 son:

6 H(1,1)=1; H(1,n)=-1; H(n,1)=2%h(1,1)/3;

H(n,2)=h(1,1)/3; H(n,n-1)=h(1,n-1)/3;

H(n,2)=2*h(1,n-1)/3;

9 a(1,1)=0; a(n,1)=(3/h(1,n-1))*(A(1,n)-A(1,n-

1))=(3/h(1,1))*(A(1,2)-A(1,1));

Para la condicion not a knot, las lineas 6 y 9 se cambian por las siguientes:

6 H(1,1)=h(1,2); H(1,2)=-(h(1,1)+h(1,2));
H(1,3)=h(1,1); H(n,n-2)=h(1,n-1); H(n,n-1)=-
(h(1,n-1)+h(1,n-2)); H(n,n)=h(1,n-2);

9 a(1,1)=0; a(n,1)=(3/h(1,n-1))*(A(1,n)-A(1,n-
1))-(3/h(1,1))*(A(1,2)-A(1,1));
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