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Carta Editorial

Sí existe una Situación Actual Insatisfactoria, existe también una Situación Futura 
Deseada, resultante de una intervención diseñada para mejorar parcial o totalmente 
los factores identificados de la situación actual. Esa intervención es un proyecto 
o un programa, que se ejecuta en corto y mediano plazo para lograr en mediano 
y largo plazo la situación deseada. El proceso (metodología) para dar respuesta 
a una situación no deseada (problema) a través de una alternativa de solución 
(hipótesis) que se traduce en un resultado concreto (indicadores) puede realizarse a 
través de proyectos o programas. Ambos coinciden en que tienen un ciclo de vida 
y que solo pueden ser desarrollados con recursos (presupuesto). La asignación de 
recursos para lograr situaciones futuras ha estado limitada al modelo que regula 
la ciencia, tecnología e innovación en Colombia. Este modelo se traduce en una 
competencia desigual entre el Triángulo de conocimiento (Bogotá, Medellín y Cali)  
y las demás regiones del país dado que aún no tenemos en ciertas áreas capacidades 
de CTeI, obligando a alianzas desiguales con otras universidades y un bajo número 
de proyectos financiados bajo este modelo. En este contexto, no es posible que 
se estructuren y diseñen metodologías que deben ser reproducibles (verificación 
por el número de citaciones) y que impacten en el medio a través de indicadores 
verificables (publicaciones y patentes). 

No se puede hacer ciencia sin financiamiento y no es posible obtener resultados que 
pueden ser competitivos con otros que son el fruto de una fuerte financiación. La 
innovación siempre es el resultado de la maduración en un programa de investigación 
o de conocimiento. Esta no se encuentra de manera esporádica. La maduración de 
la sociedad pasa necesariamente por aprender las lecciones de la edad temprana 
y ese cúmulo de saber se transforma en innovación. Para aprender se necesita 
tiempo, constancia y un escenario que permita motivar las mentes más jóvenes 
al trabajo arduo. Las limitaciones que en nuestro entorno nos enfrentamos son el 
alimento para la desmotivación. No se puede pretender innovar sin maduración 
de las ideas; claro ejemplo es la búsqueda de la pregunta de investigación de un 
estudiante doctoral. La innovación no puede ser la cosecha esporádica, debe ser la 
cosecha de un programa planeado, es la responsabilidad de la academia. La clave 
es la inversión del sector estatal en distintos pilares, el contar con una fuerza de 
trabajo fuerte e interculturalmente diversa, tener instalaciones y equipamiento de 
clase mundial, trasladar las investigaciones a aplicaciones comerciales a través de 
sociedades de inversión para pequeñas empresas. Para suplir esta deficiencia en 
el presupuesto; las Universidades financian proyectos contextualizados en planes 
de desarrollo internos, con dos claros defectos en este modelo; se aplica el mismo 
modelo de Colciencias (basado en proyectos) y sin orientación a un eje transversal 
que le permita convertir ese conocimiento en riqueza.

José J. Martínez, Ph. D. 
Editor en Jefe 

Ciencia en Desarrollo
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Modelo de simulación del crecimiento y  
desarrollo de la papa criolla 

Growth and development simulation model of potato

Ana María Soto Garcésa*  
José Miguel Cotes Torresb    

 Daniel Rodríguez Caicedoc

Fecha de Recepción:06 - jul.- 2017
Fecha de Aceptación:26 - nov. - 2017

Resumen

En aras de contribuir al desarrollo tecnológico del sistema productivo de la papa criolla, se desarrolló la 
presente investigación cuyo objetivo fue adaptar el paradigma fuente-demanda a los procesos de captura y 
asignación de nutrientes para simular el crecimiento y desarrollo de la planta de papa criolla. Se presenta el 
proceso de formulación, parametrización y evaluación de un modelo demográfico basado en la fisiología de 
la papa criolla Solanum phureja cv. Criolla Colombia; Se incluyeron dos variables climáticas, temperatura 
y radiación solar para simular los procesos de fotosíntesis, respiración, asignación selectiva y acumulación 
de biomasa. Se compararon los resultados de la simulación con datos de campo independientes a los que 
fueron empleados para parametrizar el modelo y se encontró un adecuado ajuste en cuanto al crecimiento 
de raíces, tallos, hojas, estolones y tubérculos. 

Palabras claves: Crecimiento y desarrollo, modelo de la fuente demanda, papa criolla.

Abstract

In order to contribute to the technological development of the potato crop system, the present study was 
developed with the aim of adapt the supply - demand paradigm to the resource capture processes and 
allocation of nutrients to simulate the growth and development of the Criolla Colombia variety potato 
plant. In this paper the process of formulation, parameterization and evaluation of a physiology based 
demographic model of potato (Solanum phureja) is presented; Two climatic variables were included, the 
temperature as a thermal time and solar radiation to simulate the photosynthesis, respiration, selective 
allocation and biomass distribution. The results of the simulation were compared with the independent 
field data of those used to parameterize the model and found an adequate adjustment in the growth of roots, 
stems, leaves, stolons and tubers. 

Keywords: growth and development, supply demand model, potato.

a Estudiante de Maestría en Bosques y Conservación Ambiental, Universidad Nacional de Colombia.
* Autor de correspondencia: amsotoga@unal.edu.co 
b Ph.D. Docente del departamento de Ciencias Agronómicas, Facultad de Ciencias Agrarias, Universidad Nacional de Colom-

bia. Sede Medellín - Colombia.
c Ph.D. Docente de la Universidad Militar Nueva Granada.
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1. INTRODUCCIÓN

La papa criolla (Solanum phureja) es un 
cultivo tradicional cuyo sistema productivo 
enfrenta grandes retos en Colombia. Actualmente 
es cultivada desde los 2.600 hasta 3.500 metros 
sobre el nivel del mar, lo que equivale a un rango 
de temperatura promedio entre 10°C y 20°C [1], 
en consecuencia, los rendimientos del cultivo 
varía según la oferta ambiental, las prácticas de 
manejo, cultivares típicos en cada zona de vida y 
demás factores que afectan la ecofisiología de la 
planta; El Ministerio de agricultura y desarrollo 
rural  reporta rendimientos entre los 9,84 y 21,48 
Ton ha-1 para los principales departamentos 
productores en Colombia que son Cundinamarca, 
Antioquia, Boyacá, Nariño y Norte de Santander 
[2] amplia brecha que repercute en el precio final 
al consumidor [1].

El área cultivada con papa criolla en 
Colombia presenta una tendencia al alza; según 
las estadísticas del Ministerio de Agricultura 
y Desarrollo Rural en el año 2007 se tenía un 
área sembrada de 3.840 ha, en el 2012 inició un 
crecimiento sustancial, desde 5.970 ha reportadas 
para ese año pasó a 9.954,91 ha en el 2014 [2]. 
Esta tendencia indica que el cultivo de papa 
criolla cada vez adquiere mayor importancia en 
la economía y la seguridad alimentaria del país, a 
nivel social es una de las actividades que genera 
mayor cantidad de empleos en el sector agrícola. 
El territorio colombiano y propiamente la región 
andina es un centro de diversidad genética de la 
papa criolla [3], característica que la convierte en 
una especie con alto potencial para optimizar los 
sistemas productivos y diversificar su uso final 
ya sea para consumo directo o procesado, como 
producto nacional o para exportación.  

Se han orientado investigaciones que buscan 
conocer la respuesta del cultivo en términos de 
productividad frente a diferentes factores como la 
disponibilidad de agua, nutrientes [4], temperatura 
[5], fotoperíodo [6], densidad de siembra  [7], [8], 
[9], prácticas agronómicas [10], variedades [11], 
[12] incidencia de plagas y enfermedades [13] 
[14], esta información se encuentra dispersa y su 
potencial no ha sido explotado en su totalidad.  

Entre los esfuerzos científicos por 
proporcionar herramientas para disminuir 

la incertidumbre frente a los cambiantes 
rendimientos de los cultivos, se encuentran los 
modelos de crecimiento y desarrollo, propuestos 
para predecir la productividad del cultivo bajo 
diversos escenarios climáticos. Gran cantidad 
de investigaciones se han desarrollado en torno 
a la formulación y evaluación de modelos de 
crecimiento y desarrollo aplicados a la papa [15], 
[16], [17] [18], [19], [4], [20], [21], aunque ninguno 
se ha especializado en la papa criolla, todos han 
generado importantes aportes que han permitido 
ampliar el conocimiento de la ecofisiología 
del cultivo, valorar el efecto de las prácticas 
agrícolas y las condiciones ambientales en los 
rendimientos, generar herramientas de soporte 
a las decisiones en cuanto a la planificación y 
han brindado conocimiento del potencial de las 
variedades comerciales. 

Dos de los factores esenciales en el rendimiento 
agrícola son la tasa fotosintética y el índice de 
cosecha de los cultivos, siendo este último el 
factor con mayor impacto en los rendimientos 
y, particularmente, la forma como ocurre la 
partición de asimilados en las plantas [22]. Este 
concepto es aplicado por A.P. Gutiérrez en el 
modelo de la reserva metabólica [23] y constituye 
el pilar fundamental para la formulación de los 
modelos de crecimiento basados en el paradigma 
fuente – demanda, cuyo potencial como 
herramienta de simulación ha sido demostrado 
en investigaciones desarrolladas en el campo de 
la biología, la ecología y la agronomía [14], [24] , 
[25], [26], [27].  

Hasta el momento, ningún modelo de 
simulación propuesto para la papa ha tenido en 
cuenta el paradigma de la fuente - demanda como 
el factor gobernante de los procesos de adquisición 
de recursos y asignación selectiva de los mismos 
a cada órgano. La presente investigación se 
desarrolló con el objetivo de aplicar el modelo 
propuesto por A.P. Gutiérrez [23] para simular 
el crecimiento y desarrollo de la papa criolla S. 
phureja cv. Criolla Colombia. A continuación, 
se presenta el proceso de parametrización, 
ajuste y evaluación del modelo de crecimiento 
y desarrollo de la papa criolla basado en el 
paradigma fuente – demanda bajo las condiciones 
de dos agroecosistemas paperos de Colombia en 
los departamentos de Cundinamarca y Antioquia. 
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2. METODOLOGÍA

El modelo opera en unidades de tiempo 
fisiológico y simula el crecimiento de raíces, 
tallos, hojas, tubérculos y estolones por medio 
de un modelo demográfico con distribución de 

tiempos de maduración con retardo. La dinámica 
del comportamiento de la captura de recursos en 
relación con la demanda potencial de cada órgano 
a lo largo del ciclo de vida, representa el motor 
de crecimiento y gobierna todos los procesos de 
distribución de la biomasa hacia todos los órganos 
o subunidades (Figura 1). 

Figura 1  Dinámica del modelo de la reserva metabólica (Adaptación de Gutiérrez, 1996). 
--- Flujo de información. Flujo de materia.

2.1 Desarrollo del modelo

Parámetros de crecimiento

Las tasas de crecimiento, tiempos de desarrollo 
y peso seco inicial de cada órgano (Ver Tabla 1), 
fueron determinados con base en los resultados 
de la investigación de [28] en la cual evaluó el 

crecimiento y desarrollo de S. phureja variedad 
Criolla Colombia en la vereda Cerezos Grandes 
del municipio de Chipaque departamento de 
Cundinamarca ubicada a 2.859 msnm, dado que la 
autora no realizó mediciones a nivel de raíces, la 
información ingresada al modelo fue determinada 
a partir de constantes alométricas provenientes de 
la investigación de saldaña y cotes[29]. 

Tabla 1. Parámetros de crecimiento de Solanum phureja (Juz. et Buk.) Cv. Colombia. Basado en 
[28].

Órgano Parámetro Unidad Valor

Raíz

Tasa de crecimiento potencial g g-1 dd-1 0,0037
Tiempo de formación dda 0-450
Peso seco Inicial g 0,6
DEL dda 450
K NA 50

Tallo

Tasa de crecimiento potencial g g-1 dd-1 0,008
Tiempo de formación dda 0-260
Peso seco Inicial g 0,3
DEL dda 260
K NA 100
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Órgano Parámetro Unidad Valor

Hoja

Tasa de crecimiento potencial g g-1 dd-1 0,0051
Tiempo de formación dda 0-507
Peso seco Inicial g 0,08
DEL dda 507
K NA 50
Área foliar específica cm2 g-1 359,16

Estolón

Tasa de crecimiento potencial g g-1 dd-1 0,0036
Tiempo de formación dda 0-530
Peso seco Inicial g 0,55
DEL dda 530
K NA 50

Tubérculo

Tasa de crecimiento potencial g g-1 dd-1 0,0064
Tiempo de formación dda 100-550
Peso seco Inicial g 0,55
DEL dda 550
K NA 50

Reserva (semilla) Peso seco inicial g 4

2.2 Tiempo fisiológico 

El tiempo termal expresado en grados día 
(GD) o unidades calóricas acumuladas durante un 
día (i) se calculó utilizando el modelo logístico 
simple propuesto por [30] y, el total de grados día 
acumulados (GDA), en cada tiempo (t) del ciclo 
se expresa como  Los umbrales  
de temperatura mínimo (Tmin) y máximo (Tmax) 
representan las temperaturas máxima y mínima 
entre las cuales la planta de papa acumula 
unidades calóricas y se produce el crecimiento, 
no obstante, si la temperatura del día excede el 
umbral superior o es inferior al mínimo, los 
procesos de crecimiento se detienen (ver Tabla 2).

2.3 Modelo de distribución de tiempos de 
maduración con retardo

La acumulación de biomasa fue simulada según 
el modelo propuesto por [31], donde, una planta 
fue considerada como una población en la cual 
sus individuos son las subunidades u órganos, 
raíces, tallos, hojas, estolones y tubérculos; los 
nacimientos o tasas de producción de órganos 
son variables durante el ciclo (paradigma fuente 
demanda). Cada órgano ingresa al sistema con 
un peso seco inicial (Ver Tabla 1) en un tiempo 
(t) y atraviesa de una serie de subestados o 

compartimientos a una tasa  que 
representan los estados de desarrollo, esta masa 
atraviesa unas subetapas  las cuales presentan 
una distribución Erlang a lo largo del tiempo 
medio de vida de cada órgano (DEL). EL output 
del sistema de ecuaciones   representa 
los procesos de senescencia. 

La cantidad de biomasa  de cada órgano en 
un estado de desarrollo i está dada por: 

   

Y la biomasa total   que se encuentra en el 
sistema en un momento t es:

  

Una vez construido el modelo, el parámetro k 
fue calibrado para cada órgano buscando el mejor 
ajuste.
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2.3.1Paradigma fuente demanda

En todos los niveles del modelo de simulación 
se aplicó el paradigma de la fuente-demanda 
planteado por A.P. Gutiérrez [32], según la cual 
todos los procesos de adquisición de recursos, 
tasas de crecimiento y distribución de asimilados 
son afectados directamente por la proporción 
entre el recurso adquirido  S(.)y la demanda 
potencial (D) de cada órgano en cada fase del 
desarrollo. Generalmente S(.) es menor que D, 
por lo tanto, la relación fuente-demanda sería 

, de esta manera el crecimiento de cada 
órgano se encuentra restringido por la relación 
fuente demanda.

2.3.2 Modelo de adquisición o respuesta 
funcional 

Bajo el supuesto de que la fotosíntesis es un 
proceso de búsqueda aleatoria dependiente de 
la demanda fisiológica del recurso, se utilizó 
el modelo de respuesta funcional de Gutiérrez 
– Baumgärtner para el cálculo de la tasa de 
producción de fotoasimilados (Ec. 4). 

Se asumió que de la radiación solar total 
recibida, solo el 50% corresponde a la radiación 
fotosintéticamente activa (I0) [33] y la proporción 
de  que I0 efectivamente puede ser capturada por la 
planta, está dada por   
siendo K el coeficiente de extinción de luz 
del cultivo y IAF el Índice de Área Foliar. La 
proporción de carbohidratos producidos (C) 
a partir de I0 es equivalente al índice de uso 
eficiente de la radiación solar.  

Asumiendo que ningún recurso se encuentra 
en condiciones limitantes, la demanda diaria de 
cada órgano (D) fue cuantificada en función de 
su máxima tasa de crecimiento o TCR, el peso 
seco diario de cada órgano PS y la temperatura 
acumulada durante el día GD (Ec.5).  

              (5) 

La demanda fue ajustada según los gastos 
energéticos de los procesos metabólicos: el costo 
de conversión de la energía  ( ), la respiración 
(Según el )  y  los procesos de fotorrespiración.

Tabla 2. Parámetros usados en el modelo.

Parámetro Unidad Valor Fuente
Factor foto 
respiración

Temperatura ≥25°C
NA

0,054
[5]

Temperatura <25°C 0,066
Costo de conversión de carbohidratos (λ) NA 0.273 [26]
Coeficiente de Extinción de Luz (K) NA 0,42 [9]

Constante C - Uso Eficiente de La 
Radiación Solar g Cal-1 m-2 0,1675 [16]

Tasa de respiración base NA 0,01 [26]

Cosecha dda 1335 [29]
Mínimo Umbral de temperatura °C 2

[19], [9], [33], [29]
Máximo Umbral de temperatura °C 29
Densidad de Siembra P m-2 33,3 [28]
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2.4 Condiciones y supuestos de la simulación

Se programó el inicio de la simulación del 
ciclo del cultivo a partir de la siembra, asumiendo 
que la emergencia está en función del tiempo 
fisiológico. La simulación presenta iteraciones 
con una frecuencia diaria. 

Una semilla comercial, en promedio pesa 
de 20 a 25 g. La papa criolla tiene un 22,3% de 
materia seca [3], de manera que se tuvo en cuenta 
una reserva inicial almacenada en el tubérculo 
semilla de 4 gramos. 

A lo largo del ciclo se tuvo en cuenta un 2% 
de la masa de tallos y hojas almacenada en forma 
de reservas. El modelo asume condiciones no 
limitantes en términos de nutrientes y agua y 
que las plagas y enfermedades no constituyen 
un factor de reducción de la productividad. La 
biomasa de flores y frutos no fue tenida en cuenta. 

2.5 Evaluación 

Una vez parametrizado el modelo con la 
información generada en la investigación de 
Santos [28], se compararon los resultados 
de la simulación con datos provenientes de 
la investigación de [29], la cual consistió en 
el análisis funcional del crecimiento de tres 
variedades de papa en el corregimiento de Santa 
Elena (Medellín Antioquia) ubicada a 2.538 
msnm y con una temperatura media de 13,81 °C. 

Se hallaron los estimativos al ajustar una 
ecuación lineal para el conjunto de datos reales y 
de simulación, se determinó el parámetro β, error 
estándar ε, e intervalos de confianza (α=0,05) 
para la regresión de la acumulación de biomasa en 
función del tiempo termal y para cada uno de los 
órganos de la planta. El parámetro  β representa 
la relación directa entre el sistema simulado 
y el real, así, un valor de igual a 1 es deseable, 
pues señalaría un ajuste perfecto entre los dos 
conjuntos de datos.

Inicialmente se alimentó el modelo con las 
variables climáticas temperatura y radiación solar 
registrados por [29], la densidad de siembra y 
el peso de la semilla para efectos de corregir la 
reserva inicial. Posteriormente, a través de un 

modelo de regresión lineal se compararon los 
resultados de la simulación con la información 
reportada por los autores para la variedad Criolla 
Colombia durante el segundo ciclo de cultivo y 
con el nivel comercial de aplicación de nitrógeno 
(21g sitio-1). 

2.6 Herramienta informática

Se utilizó el entorno estadístico R Core 
Team Versión 3.3.1 para la elaboración, ajuste y 
validación del modelo de simulación.

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

3.1 Crecimiento y asignación selectiva de 
fotoasimilados

3.1.1 Raíces, tallos y hojas

El modelo contempla el consumo de las 
reservas de la semilla para la formación de las 
primeras estructuras, así, la fotosíntesis es nula 
hasta la emergencia. En la Figura 3, se presentan 
los resultados de la acumulación de biomasa total 
y por órgano tanto para el modelo de simulación 
(línea) como los datos de campo registrados por 
[29] en cada una de sus mediciones (puntos). 

Los resultados de la simulación muestran un 
patrón muy similar a los registros del crecimiento 
reportados por [29], en general se observa que 
las raíces, tallos, hojas y estolones presentan un 
crecimiento exponencial en las fases tempranas 
determinadas principalmente por las tasas de 
crecimiento relativas (TCR), alcanzan su máxima 
acumulación de biomasa entre los 800 y 900 
GDA. 

La estabilización y posterior caída de las 
curvas de crecimiento representan los procesos de 
cese de acumulación de biomasa y traslocación 
de nutrientes hacia los órganos vertedero. Una 
de las principales dificultades reportadas por 
[18] en la validación de SUBSTOR, es que 
en el modelo no se incluyen coeficientes para 
determinar la maduración, de manera similar 
ocurrió durante la validación de AquaCrop, en 
el cual no se introdujo un factor de senescencia 
y por lo tanto el resultado final de acumulación 
de biomasa no fue acorde con la realidad [4]. 
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Mientras que el comportamiento de S. tuberosum 
con la cual se formularon los modelos AquaCrop 
y SUBSTOR, presenta senescencia al final del 
ciclo, S. phureja redistribuye los nutrientes 
por medio de la traslocación de estos hacia los 
órganos de almacenamiento, es por esta razón 
que al final del ciclo ocurre una disminución en 
la cantidad de biomasa en ambas especies. La 
utilización del modelo de distribución de tiempos 
de maduración con retardo permitió solucionar tal 
dificultad ajustando el parámetro DEL según los 
tiempos de producción de cada órgano a lo largo 
del ciclo, este parámetro resulta de gran utilidad 
para tener en cuenta otras variables que se quieran 
investigar a futuro, por ejemplo, [29] reporta que 
a bajos niveles nutricionales se reduce la tasa de 
acumulación de materia seca en las hojas y por 
lo tanto el tiempo de permanencia y producción 
estas se extiende, es posible entonces incluir tal 
consideración a través de la modificación del 
parámetro DEL de las hojas.

Entre los 800 y 900 GDA las hojas y tallos 
comienzan a reducir su biomasa, cesa el 
crecimiento de los estolones para dar paso a la 
tuberización, solo a partir de este momento, se 
evidencia la fase de crecimiento exponencial de 
los tubérculos. Estos resultados coinciden con 
lo reportado por [35], quien afirma que cuando 
el tubérculo aún no se ha formado, las reservas 
de la planta se encuentran repartidas en el tallo 
y las hojas, más adelante, los asimilados son 
movilizados desde estos órganos para iniciar 
el engrosamiento del estolón, asimismo, [19] 
aseguran que de manera simultánea a la etapa 
de formación y llenado de tubérculos ocurre una 
disminución en la asignación de fotoasimilados 
hacia los otros órganos.

3.1.2 Estolones y tubérculos

Aunque varios autores  [21], [36], [16], [18], 
[19]sugieren que el inicio de la tuberización 
está determinado por dos factores principales, la 
temperatura y el fotoperiodo, el modelo planteado 
presentó una adecuada aproximación utilizando 
únicamente el tiempo termal como indiciador del 

inicio de dicha fase del desarrollo, esto teniendo 
en cuenta que se está modelando un cultivar 
temprano que, según [37] y [38] presentan baja 
sensibilidad a las condiciones ambientales que 
retrasan los proceso de tuberización, es por 
esta razón que en modelos como SUBSTOR, el 
fotoperiodo es clave para dar inicio a la formación 
de tubérculos, probablemente en zonas templadas 
la inclusión del fotoperiodo sería una variable a 
considerar.  

El proceso de desarrollo de los tubérculos 
a partir del engrosamiento de los estolones se 
evidencia al comparar las figuras 3e y 3f, se 
observa que los estolones incrementan su biomasa 
hasta los 900 GDA y luego se reduce la tasa de 
emisión de estos dando lugar al crecimiento de 
tubérculos. No obstante, la curva que describe el 
crecimiento de estolones no presenta una caída, 
solo se estabiliza, esto es explicado por [34] 
quienes indican que la etapa de tuberización inicia 
con la formación de los estolones, pero no todos 
los estolones se convierten en tubérculos, por lo 
tanto, la planta sigue produciendo estolones que 
no se convierten en órganos de reserva.

La cosecha se lleva a cabo cuando se 
maximiza el crecimiento de los tubérculos 
(madurez comercial), por esta razón no se alcanza 
a observar una estabilización de la curva hasta 
alcanzar la madurez fisiológica, estos resultados 
coinciden con los registros de [39] y [29]. Según 
los datos experimentales la acumulación de 
biomasa en tubérculos al completar el ciclo fue de 
155,37g, mientras los resultados de la simulación 
presentan valores superiores a los 200 g. No 
obstante, la curva resultante de la simulación 
supone un buen ajuste al comportamiento de la 
acumulación de biomasa en tubérculos y atraviesa 
por las tres etapas descritas por [19], al inicio 
presentan un crecimiento lento ya su fuerza como 
vertedero es muy baja, posteriormente comienzan 
a dominar sobre todos los órganos y hay un 
notorio incremento en la tasa de crecimiento, 
finalmente maximiza su tasa de crecimiento y 
adquiere su mayor fuerza como vertedero y todos 
los asimilados producidos son dirigidos hacia él.
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Figura 3. a) Biomasa total de S. phureja. Comparación de datos reales y simulados para la asignación de la biomasa hacia: b) 
Raíces (g). c) Tallos (g). d) Hojas (g). e) Estolones (g). f) Tubérculos (g). 
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3.2 Evaluación

Los estimativos resultantes para cada 
subunidad modelada (Ver Tabla 3), indican que 
la mayor aproximación al sistema real se logró a 
nivel de los tallos ( , sin embargo su 
error estándar   es mayor que el del 
modelo planteado para las hojas  y 
su intervalo de confianza más amplio, en segundo 
lugar en orden de ajuste del modelo de simulación, 

es para las hojas , este órgano 
presentó el menor error estándar  
e intervalo de confianza más estrecho, el tercer 
lugar es para los estolones , seguido 
por los tubérculos  y finalmente 
la raíz . Nótese que, aunque para 
ningún órgano se obtuvo una relación exacta, 
todos los intervalos de confianza incluyen el valor 
del parámetro β igual a 1 indicando un ajuste 
satisfactorio.

Tabla 3 . Estimación de los intervalos de confianza y error estándar para el parámetro β de un 
modelo de regresión lineal entre datos simulados y datos reales (α = 0.05).

Órgano Error Estándar (  ) Intervalo de Confianza
Raíz 0,73 0,16 0,37 - 1,09
Tallo 1,05 0,13 0,75 - 1,34
Hoja 0,94 0,11 0,69 - 1,20

Estolón 0,74 0,19 0,32 - 1,16
Tubérculos 1,42 0,28 0,79 - 2,04

Biomasa Total 1,26 0,25 0,69 - 1,82

4. CONCLUSIONES 

Los modelos de respuesta funcional y 
numérica, y la reserva metabólica planteados 
por [32] fueron adaptados para simular el 
crecimiento y desarrollo de la papa criolla bajo 
las condiciones de dos agroecosistemas paperos 
de Colombia. La evaluación del modelo indicó 
ajustes satisfactorios en cuanto a la simulación de 
la dinámica de acumulación de biomasa en cada 
órgano.

El enfoque mecanicista permitió que desde 
la etapa de la formulación se tuviera en cuenta 
el proceso de captura y ubicación de la energía 
en cada órgano, explicando de esta manera 
el funcionamiento interno del sistema. Esta 
investigación constituye el primer paso para 
adaptar el paradigma de la fuente – demanda a la 
dinámica de los procesos de maduración, captura 
y asignación selectiva  de nutrientes en la planta 
de la papa criolla.

Uno de los alcances a futuro con la mejora 
del presente modelo, sería la inclusión de otras 
variables que podrían servir  para realizar 
predicciones en sitios donde se presenten 
limitantes por algún recurso, por ejemplo el déficit 

hídrico, nutricional, el efecto de las prácticas 
agrícolas en el crecimiento y desarrollo y, la 
incidencia de plagas y enfermedades, factores 
que podrían ser acoplados al paradigma fuente 
– demanda gracias a su enfoque ecológico, que 
permite la modelación a  diferentes escalas y/o 
niveles tróficos. 
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Resumen 

La investigación se realizó en el Laboratorio de Cultivo de Tejidos Vegetales de la Universidad Pedagógica y 
Tecnológica de Colombia con el propósito de conocer el comportamiento in vitro y evaluar una metodología 
para propagación de plántulas y producción de microtubérculos de dos variedades de papa (Solanum 
tuberosum L. ssp andígena) Diacol Capiro y Parda Pastusa, a partir de segmentos nodales obtenidos de 
tubérculos suministrados por el ICA, desinfectados con NaOCl al 10 %, multiplicados en medio MS y 
MS+ANA (0.02 mg L-1) y enraizados con ANA o AIB adicionados al medio de cultivo o aplicados en 
pulsos de 30 segundos. Posteriormente, segmentos uninodales micropropagados se cultivaron en medio 
para tuberización, observándose una mayor producción en MS suplementado con 2.5 mg L-1 de BA y 
8 % de sacarosa en las dos variedades. Los protocolos desarrollados en el presente estudio permitieron 
la obtención masiva de plántulas y la producción de microtubérculos de Diacol Capiro y Parda Pastusa; 
las plántulas y microtubérculos desarrollados pueden ser cultivados bajo condiciones controladas para la 
producción de semilla pre-básica. 

Palabras clave: Diacol Capiro, microtuberización, Parda Pastusa, propagación, Solanum tuberosum.
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Abstract

This study was conducted in the Laboratorio de Cultivo de Tejidos Vegetales of the Universidad Pedagógica 
y Tecnológica de Colombia with the purpose of acquiring knowledge on the behavior under in vitro 
conditions as to evaluate a methodology for the micropropagation of plantlets and the production of 
microtubers from two varieties of potato (Solanum tuberosum L. ssp andigena) Diacol Capiro and Parda 
Pastusa. The nodal segments provided by the ICA were disinfected with 10 % NaOCl, Then cultured for 
multiplication in MS medium and MS+NAA (0.02 mg L-1). For the rooting process, NAA or IBA was 
added into the culture medium or applied in 30 seconds pulses. Subsequently, micropropagated uninodal 
segments were cultured in tuberization medium, showing an increase in production when supplemented 
with BA (2.5 mg L-1) and with 8 % saccharose in the two varieties. The protocols developed in this study 
allow a large number of micropropagated plantlets and production of microtubers of Diacol Capiro and 
Parda Pastusa; the plantlets and microtubers developed can be cultured under controlled conditions for the 
production of pre-basic seeds.

Keywords: Diacol Capiro, microtuberization, Parda Pastusa, propagation, Solanum tuberosum.

1. INTRODUCCIÓN

Evidencia arqueológica demuestra que la 
papa ha sido cultivada en la región Andina de 
América del Sur desde tiempos muy antiguos. 
Una vez que la agricultura se hizo más extensiva, 
la papa fue difundida a otras áreas geográficas, 
en donde se generaron variedades más adaptadas 
a cada lugar, mostrando cada cultivar nativo 
grandes diferencias en el tipo de hoja, color de 
flor y características de los tubérculos, tales como 
forma, color y sabor [1]. 

La papa, introducida de América a Europa 
en 1,580, y posteriormente diseminada por el 
mundo, constituye uno de los cultivos de mayor 
importancia. A nivel mundial ocupa el tercer lugar 
como alimento para consumo humano, después 
del arroz y el trigo [2], es consumida como 
alimento básico en más de cuarenta países por 
sus propiedades funcionales, por su versatilidad 
y bajo costo en comparación con otros productos 
[3], llegando a más de 1,000 millones de 
consumidores, de los cuales, 500 millones de ese 
total son de los países en vía de desarrollo [4]. 

En Colombia el cultivo de papa involucra 
alrededor de unas 90,000 familias que habitan 
en las zonas rurales, donde siembran a 2014, 
aproximadamente unas 169,358 ha. y se cosechan 
160,030 ha., que representan el 80 % de las zonas 
altas de los departamentos de Cundinamarca 
(56.77 ha.), Boyacá (49.65 ha.), Nariño (36.99 
ha.) y Antioquia (9.98 ha.) [5]. Es uno de los 
productos básicos de la seguridad alimentaria, 

siendo el producto agrícola de mayor consumo 
por su valor alimenticio rico en hidratos de 
carbono (75% de su materia seca), proteínas y/o 
aminoácidos, minerales (particularmente K y Ca) 
y vitaminas [3, 6].  

El departamento de Boyacá es un productor 
tradicional de papa (segundo a nivel nacional), 
con un área aproximada de cultivo de 37,370 ha., 
una producción de 829,150 ton. y un rendimiento 
promedio de 18.9 ton ha-1 [7]; no obstante, su 
cultivo se ha visto limitado, ya que la papa, como 
especie de propagación vegetativa, es susceptible 
a numerosas presiones bióticas (causadas por 
bacterias, hongos, virus, viroides y plagas) que 
tienen efecto dramático sobre el rendimiento y la 
calidad comercial del cultivo, pudiendo afectar 
también la distribución internacional de su 
germoplasma.

Lo anterior resalta la necesidad de implementar 
biotecnologías, como el cultivo de tejidos, que 
permitan el desarrollo de metodologías eficientes 
para la conservación, protección y propagación 
de diferentes recursos genéticos de papa que 
satisfagan adecuadamente los requerimientos 
propios del cultivo, así como los de producción 
para consumo y procesamiento.

En el país existen dos variedades comerciales 
importantes de papa, Diacol Capiro (DC) y 
Parda Pastusa (PP), que presentan limitantes 
relacionadas con la obtención de un producto 
de alta calidad, bajo rendimiento de producción, 
problemas fitosanitarios y características que no 
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cumplen con las condiciones requeridas para la 
industria. Pese a que el cultivo de papa ha sido 
ampliamente estudiado, la producción de semilla 
de dichas variedades debe evolucionar hacia 
técnicas más eficientes, ya que esta es el medio 
a través del cual se lleva al agricultor todo el 
potencial genético de cultivares con características 
superiores [1, 8]. De acuerdo con Ranalli et al. [9], 
el potencial genético de una variedad o clon se 
conserva con tubérculos-semilla libres de virus, 
en los que su calidad fitosanitaria repercute en el 
rendimiento del cultivo, por lo que la producción 
de semilla prebásica es importante; esto quiere 
decir que las semillas de buena calidad garantizan 
mejores cosechas y son responsables de aumentos 
significativos en los rendimientos, por lo que su 
producción y usos son prioritarios para un país o 
una región productora. 

Por lo anterior, el objetivo de la presente 
investigación es contribuir al conocimiento del 
comportamiento in vitro de las variedades, Diacol 
Capiro y Parda Pastusa, a partir del cultivo de 
segmentos nodales y posterior microtuberización 
como etapas necesarias para la producción de 
plantas madre  y semilla libre de patógenos. 

2. MATERIALES Y MÉTODOS

la investigación se desarrolló en el Laboratorio 
de Cultivo de Tejidos Vegetales BIOPLASMA-
UPTC de la Universidad Pedagógica y Tecnológica 
de Colombia, a partir de tubérculos-semilla 
certificados de las variedades de papa Diacol 
Capiro (DC) y Parda Pastusa (PP) suministrados 
por el Instituto Colombiano Agropecuario (ICA). 

2.1 Cultivo in vitro

2.1.1 Establecimiento, multiplicación y 
enraizamiento de segmentos nodales

De tubérculos mantenidos en cuarto de 
crecimiento se escindieron brotes de 2 a 7 cm. de 
longitud, que fueron sumergidos durante cinco 
minutos en agua destilada estéril más Tween 20’ 
y luego, durante 30 segundos en etanol al 70%. 
Finalmente se sumergieron en hipoclorito de 
sodio (NaOCl) al 10 % más Tween 20’ durante 
20 minutos y se enjuagaron tres veces con agua 
destilada estéril.

Segmentos uninodales asépticos de DC 
y PP (45 y 66 explantes por tratamiento, 
respectivamente) fueron cultivados en tubos de 
vidrio de 18 cm. de longitud que contenían medio 
MS (Murashige y Skoog [10]) sin reguladores de 
crecimiento y MS suplementado con 0.02 mg L-1 
de ácido naftalenacético (ANA) o 0.25 mg L-1 de 
ácido giberélico (GA3). Los explantes cultivados 
se incubaron a 24 ± 1 °C con fotoperiodo de 16:8 h 
utilizando lámparas fluorescentes (iluminación de 
70-80 µmol m-2 s-1). A 15 y 30 días de cultivo se 
evaluó el porcentaje de tallos principales, de tallos 
secundarios, y el número promedio de segmentos 
nodales por tallo principal y tallo secundario, 
producidos por tratamiento; se determinó el medio 
más adecuado para multiplicación y se utilizó 
para el mantenimiento de cadenas proliferativas.

Para el desarrollo de raíces, segmentos nodales 
de DC y PP (15 explantes por tratamiento) 
provenientes de la etapa de multiplicación fueron 
cultivados en MS suplementado con 0.005, 0.01 y 
0.02 mg L-1 ANA y ácido indol-3-butírico (AIB) 
o sumergidos durante 30 seg. en 0.01, 0.05 y 0.1 
mg L-1 de ANA y AIB y cultivados en MS sin 
reguladores de crecimiento. Al cabo de 20 días se 
evaluó el número promedio, longitud promedio y 
apariencia de las raíces. 

2.1.2 Microtuberización

Microesquejes enraizados (15 repeticiones/
tratamiento) fueron cultivados en frascos de 
vidrio de 500 mL. con medio MS semisólido 
sin reguladores de crecimiento (en oscuridad o 
fotoperiodo de 16 horas) o suplementado con 2.5, 
5.0 y 12.0 mg L-1 de 6-N-bencil aminopurina (BA) 
ó 2.5 y 12.0 mg L-1 de Kinetina (Kin) o, medio 
MS líquido suplementado con 12 mg L-1 de BA y 
Kin. Todos los tratamientos fueron enriquecidos 
con 8 % de sacarosa e incubados durante 90 días 
a 24 ± 1 °C. Los cultivos se incubaron durante 
90 días. Los microtubérculos producidos fueron 
caracterizados morfométricamente (posición, 
diámetro longitudinal y transversal, peso en 
fresco y número de ojos) y posteriormente 
fueron germinados in vitro (en medio MS) o ex 
vitro (los microtubérculos fueron cultivados en 
una mezcla de tierra y arena en proporción 2:1, 
aclimatizados en el laboratorio y, posteriormente, 
bajo condiciones de invernadero).
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2.1.3 Condiciones generales de cultivo 

Antes de adicionar el agar (6.5 g L-1), el pH 
de todos los medios se ajustó a 5.7 con KOH o 
HCl 1N y se esterilizaron en autoclave a 15 psi y 
121°C durante 20 minutos. 

2.2 Cultivo ex vitro

Las plántulas producidas in vitro fueron 
transferidas a bolsas negras de polietileno de 9 x 
18 cm, con sustrato compuesto por tierra:arena en 
proporción 2:1 y mantenidos en invernadero con 
riego diario por aspersión manual durante 8 días 
y posteriormente cada cuarto día. 

2.3 Análisis estadístico

Los datos obtenidos fueron procesados 
mediante el software estadístico PASW Statistics 
18. Versión 18.0.0 (30-jul-2009) (SPSS, 2009) 
y Excel 2013 y, analizados con la prueba Chi-
cuadrado de bondad de ajuste con un nivel de 
confianza del 95 % para la fase de multiplicación y 
microtuberización. Para la etapa de enraizamiento 
y morfometría de tubérculos, se realizó un análisis 
de varianza univariado (ANOVA) y una vez se 
determinaron diferencias significativas se aplicó 
la prueba de comparación múltiple Diferencia 
Mínima Significativa DMS (LSD).

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

3.1 Establecimiento y multiplicación de 
segmentos nodales.

 El protocolo de desinfección aplicado permitió 
obtener 100 % de explantes superficialmente 
asépticos. 

El crecimiento y desarrollo de las yemas 
de los segmentos nodales utilizados para el 
establecimiento in vitro de las variedades 
Diacol Capiro y Parda Pastusa mostraron dos 
comportamientos: desarrollo de tallos principales 
(tallos producidos a partir del entrenudo basal o 
primera yema) y desarrollo de tallos secundarios 
(tallos producidos a partir del segundo entrenudo 
o desarrollados de yemas medias y superiores), 
observándose, en los primeros, crecimiento 
uniforme de tallos con un grosor mínimo de 
2 mm de diámetro, constituyendo explantes 

óptimos para el establecimiento de cadenas de 
proliferación. En tanto, en los tallos secundarios, 
el grosor del tallo fue, en general, menor de 2 
mm de diámetro, reduciéndose a medida que 
estos se desarrollaban en segmentos cercanos 
al ápice (yemas medias y superiores), siendo 
explantes no aptos para multiplicar, exceptuando 
su primer segmento nodal. Para Rishi et al. [11] 
estos parámetros son de gran importancia para 
el estudio de la tasa de crecimiento, ya que las 
plántulas robustas tienen un mayor número de 
nodos, por lo que son capaces de generar más 
propágulos adecuados para multiplicación; 
además, resalta que según estudios realizados 
en las variedades de papa Kufri Giriraj, Kufri 
Girdhari, Kufri Himalini y Kufri Himsona, se 
ha demostrado que los nodos desarrollados a lo 
largo del vástago responden de manera diferente 
a través de cultivos consecutivos.

Pese a que la morfología de los explantes 
de las dos variedades fue similar, los datos 
registrados en los diferentes tratamientos para 
multiplicación muestran, según la prueba chi-
cuadrado, que existen diferencias significativas 
en la producción de tallos principales (p = 0.0459; 
p < 0.05; chi2 = 6.1622) (p = 8.8966E-23; p < 
0.05; chi2 = 101.5476), número de segmentos 
nodales de tallos principales (p = 1.8004E-16; p < 
0.05; chi2 = 72.5067) (p = 0.0004; p < 0.05; chi2 

= 15.3037), tallos secundarios (p = 7.722E-15; p 
< 0.05; chi2 = 64.9894) (p = 0.0003; p < 0.05; 
chi2 = 16.2222), y número de segmentos nodales 
de tallos secundarios (p = 9.037E-94; p < 0.05; 
chi2 = 428.4834) (p = 1.523E-08; p < 0.05; chi2 = 
36.0), para PP y DC, respectivamente. 

En PP, el tratamiento en el que se cuantificó los 
valores más altos para las variables consideradas 
fue MS + 0.02 mg L-1 de ANA con 88 tallos 
principales (39.2 %) (1.35 tallos promedio/
explante) con 419 nodos (40.1 %) (4.19 nodos 
promedio/explante) y 98 tallos secundarios 
(34.4 %) (1.5 tallos promedio/explante) con 93 
nodos (17.2 %) (1.43 nodos promedio/explante). 
Mientras que para Diacol Capiro fueron los 
medios MS + 0.25 mg L-1 de GA3, con 219 
tallos principales (46.3 %) (5.09 tallos promedio/
explante) con 219 nodos (31.4 %) (5.09 nodos 
promedio/explante) y 34 tallos secundarios (42 
%) (0.79 tallos promedio/explante) con 72 nodos 
(44.4 %) (1.67 nodos promedio/explante) y MS, 
con 55 tallos principales (11.6 %) (1.31 tallos 
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promedio/explante) con 280 nodos (40.1 %) (6.67 
nodos promedio/explante) y 37 tallos secundarios 
(45.7 %) (0.88 tallos promedio/explante) con 72 
nodos (44.4 %) (1.71 nodos promedio/explante).

Los medios mencionados para cada variedad, 
promovieron el desarrollo de las yemas 
preexistentes, su composición nutricional y 
hormonal rompió la latencia del brote axilar de 
forma similar a los resultados obtenidos para papa 
por Mejía et al. [12] (papa ratona: Oxalis tuberosa 
Molina, S/A) y Pruski [13] (Solanum tuberosum 
L.) en las que el medio MS suplementado con 
ANA (1 mg L-1) y MS sin reguladores, tuvo 
efecto positivo, produciendo brotes de apariencia 
uniforme, vigorosos, de mayor grosor y longitud 
promedio, favoreciendo la supervivencia y 
tasa de desarrollo de los inóculos, debido, 
principalmente, a las concentraciones de iones de 
potasio, amonio e inositol, junto con la cantidad 
adecuada de ANA (ya que concentraciones 
excesivas o altas de ANA, inhiben la brotación 
de yemas en diferentes especies); es decir que, 
tanto los componentes del medio de cultivo como 
el tipo de regulador de crecimiento empleado, 
repercutieron directamente en el suministro 
de nutrientes y sustancias necesarias para el 
desarrollo de tejidos u órganos de las variedades 
DC y PP. 

El alto número de segmentos nodales que se 
recuperaron en los medios ensayados en la fase 
de multiplicación para las dos variedades fue 
efectivo para el mantenimiento de las cadenas 
de proliferación, lo que ratifica que, aunque la 
papa es multiplicada usando diferentes técnicas 
in vitro, los segmentos nodales continúan siendo 
los explantes comúnmente utilizados por su 
eficiencia y rápido desarrollo, tal como fue 
indicado por Danci [14], Millam [15], Pruski [13] 
y Rai et al. [16].

3.2 Enraizamiento de brotes

Después de siete días de cultivo en los 
medios para enraizamiento, en la mayoría de los 
explantes de PP y DC se observaron primordios 
radicales y después 20 días, en todos los medios 
ensayados, se observó crecimiento y desarrollo 
de raíces en las dos variedades en todos los 
medios ensayados, excepto en el tratamiento de 
pulsos con 0.05 mg L-1 de ANA para la variedad 
DC (Tabla 1), semejante a lo reportado para papa 
ratona [12] en la cual, la fase de enraizamiento 
fue exitosa, ya que a 15 días de cultivo el 80 % de 
todos los explantes cultivados in vitro enraizaron 
de manera abundante y vigorosa.

Tabla 1. Promedios de número y longitud de raíces por brote, cuantificados en MS suplementado con diferentes 
concentraciones de ANA y AIB (mg L-1). *P: Pulsos. **Letras distintas en la misma columna indican diferencias entre 

tratamientos según Prueba LSD (nivel de confianza del 95 %).

ANA: ácido naftalenacético; AIB: ácido indol-3-butírico.

Parda Pastusa Diacol Capiro
Tratamiento  de raíces Longitud  (cm)  de raíces Longitud  (cm)

MS 2.13+1.75cde 3.53+1.49de 4.13+2.70bc 6.57+1.97bcd

0.005 ANA 4.07+1.98ab 8.13+2.37ab 2.86+1.88c 7.43+2.53ab

0.01 ANA 2.53+2.34bcde 6.17+2.35abc 3.47+1.25bc 7.13+1.19abc

0.02 ANA 2.13+1.72cde 4.73+1.99cde 3.60+1.84bc 7.00+2.27bc

0.005 AIB 2.53+1.53bcde 5.73+2.04bcd 5.15+2.67b 7.08+1.50abc

0.01 AIB 2.80+1.88bcd 5.37+1.97cde 3.54+2.92bc 6.85+1.24bc

0.02 AIB 3.13+2.43bcd 5.07+1.68cde 5.09+2.63b 6.55+2.02bcd

P 0.1 AIB 2.40+3.13cde 1.06+1.27fg 7.08+3.09a 5.46+3.45cd

P 0.01 AIB 3.60+2.54abc 6.55+3.15abc 3.80+1.48bc 8.20+1.93ab

P 0.05 AIB 4.87+3.36a 8.20+6.32a 4.67+2.44bc 7.05+2.92abc
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P 0.1 ANA 0.93+0.00e 0.58+0.37g 3.00+0.00bc 2.00+0.00d

P 0.01 ANA 1.60+2.07de 3.12+3.75ef 4.78+1.64bc 8.89+1.45a

P 0,05 ANA 1.00+0.00e 0.03+0.13g 0.00+0.00d 0.00+0.00e

Según el análisis de varianza y la prueba 
LSD, existen diferencias significativas entre 
los tratamientos para las variables número 
promedio y longitud promedio de raíces en las 
dos variedades de papa, distinguiéndose los 
tratamientos de pulsos con 0.05 mg L-1 de AIB (5 
raíces de 8 cm. de longitud) y medio MS + 0.005 
mg L-1 de ANA (4 raíces de 8 cm. de longitud) y, 
medio MS + 0.005 mg L-1 de AIB (5 raíces de 7 
cm. de longitud) y MS + 0.02 mg L-1 de AIB (5 
raíces de 6 cm. de longitud) como aquellos que 
indujeron los mejores promedios de número y 
longitud de raíces para PP y DC, respectivamente; 
no obstante, para cada variedad, se observó un 
comportamiento semejante entre tratamientos, de 
tal forma que se identificaron 5 y 7, y 4 y 5 grupos 
para los promedios de raíces y longitud, para PP 
y DC, respectivamente, lo cual sugiere que los 
tratamientos con valores mayores al tratamiento 
control (PP: 2 raíces de 3.5 cm. de longitud, y 
DC: 4 raíces de 7 cm. de longitud), estimulan la 
formación de raíces con mejores características.

Según Arellano et al. [1] es de gran importancia 
que el enraizamiento de las vitroplantas sea 
inducido dentro del medio de cultivo, pues de ello 
depende en gran medida que se obtengan altas 
tasas de viabilidad en la siguiente fase; aunque 
las raíces formadas en dicha etapa no son 100 % 
funcionales para la asimilación de nutrientes, sí 
aseguran un buen anclaje en el sustrato cuando 
se establecen en invernadero, es decir que, un 
buen patrón de enraizamiento asegura un mejor 
establecimiento de las plantas en invernadero o 
campo aumentando la supervivencia, tal como 
lo ha reportado Rai et al. [16] y Srivastava et 
al. [17] en las variedades de papa Kufri Jyoti, 
Kufri Megha, Kufri Giriraj, Kufri Girdhari, Kufri 
Himalini y Kufri Himsona. 

Teniendo en cuenta que en el tratamiento 
control se observó desarrollo radical, y aunque 
Arellano et al. [1] indican que en papa no se 
requieren reguladores de crecimiento para inducir 

este proceso, pero sí condiciones mixotróficas 
que lo favorezcan, como regular la concentración 
de sacarosa del medio en el último subcultivo 
y controlar el fotoperíodo, la estimulación con 
auxinas indujo mejores resultados en cantidad y 
apariencia del sistema radical. Cotes y Ñústez [18] 
sugieren que estas respuestas se pueden atribuir, 
fisiológicamente, a que los segmentos nodales 
tienen una mayor concentración de hormonas 
(auxinas principalmente) y fotoasimilados, ya 
que poseen meristemos apicales en crecimiento 
activo y al poseer mayores concentraciones de 
hormonas y fotoasimilados manifiestan una 
mayor facilidad para enraizar.

3.3 Microtuberización

Todos los tratamiento ensayados tuvieron 
efecto positivo sobre la tuberización in vitro de 
las dos variedades de papa, excepto el tratamiento 
MS (semisólido y líquido) suplementado con 12 
mg L-1 de BA para la variedad DC (Fig. 1). Los 
explantes desarrollaron microtallos con varios 
segmentos nodales, los cuales, progresivamente, 
se fueron engrosando (Fig. 2A, E) y formaron 
microtubérculos basales (Fig. 2B, F) y aéreos 
(Fig. 2C, G) de color blanquesino, verde y/o café 
(Fig. 2D, H).

Figura 1. Media porcentual de microtuberización de 
las variedades de papa Diacol Capiro y Parda Pastusa, 
cuantificada en medio MS suplementado con diferentes 
concentraciones de BA, AIB o KIN (mg L-1). *L: líquido. 
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Figura 2. Microtuberización de Solanum tuberosum L. ssp andígena, Variedad Parda Pastusa A. Engrosamiento de tallo. 
B. Microtubérculos basales. C. Microtubérculos aéreos. D. Explante con microtubérculos basales y aéreos. Variedad Diacol 
Capiro E. Engrosamiento de tallo. F. Microtubérculos basales. G. Microtubérculos aéreos. H. Explante con microtubérculos 
basales y aéreos.

Según la prueba chi-cuadrado (p = 5.77E-57; 
p < 0.05; chi2 = 322.1066) existen diferencias 
significativas entre los tratamientos aplicados, 
siendo el medio MS + 2.5 mg L-1 de BA el que 
registró el mayor porcentaje de tuberización en las 
dos variedades, con el 13.54 y 14.12 % del total 
de tubérculos para PP y DC, respectivamente; 
estos resultados son semejantes a los reportados 
por Aslam et al. [19], Lugo et al. [20], Hussain 
et al. [21], Azzopardi [22], entre otros, para las 
variedades Desiree, Cardinal, Alfa, Andinita y 
Kennebec, en tratamientos con 3 – 14 mg L-1 de 
BA, por Arellano et al. [1] para las variedades 
Atlantic, Gigant, Mondial, Alfa, Felsina, Vivaldi 
y Caesar en el tratamiento con 5 mg L-1 de BA y 
500 mg L-1 de Cloruro de Clorocolina (CCC) y, 
por Montoya et al. [23] para Diacol Capiro en el 
tratamiento con 1 mg L-1 de BA.

Los medios que estimularon la formación de 
mayor cantidad de microtubérculos por explante, 
en orden descendente fueron: MS + 2.5 mg L-1 
de BA (24 %: 47 microtubérculos), MS + 0.05 
mg L-1 de BA + 0.5 mg L-1 de AIB (24 %: 46 
microtubérculos), MS fotoperiodo (16 %: 31 
microtubérculos), MS + 5 mg L-1 de BA (14 %: 26 
microtubérculos) para Parda Pastusa, y MS + 2.5 
mg L-1 de BA (31 %: 49 microtubérculos), MS + 
5 mg L-1 de BA (28 %: 26 microtubérculos), MS 

+ 2.5 mg L-1 de KIN (14 %: 22 microtubérculos), 
MS oscuridad (11 %: 18 microtubérculos) para 
Diacol Capiro (Fig. 1). 

Según Aslam y Iqbal [24] y Aslam et al. [25] 
la formación y desarrollo de microtubérculos 
se debe, principalmente, a la combinación de 
citoquininas y azúcares en el medio, ya que las 
citoquininas estimulan el metabolismo enzimático 
creando una fuerte depresión metabólica e inician 
la transición de yemas axilares a tubérculos, y 
la sacarosa proporciona una fuente de carbono 
de fácil asimilación que produce síntesis 
ininterrumpida de almidón debido al alto potencial 
osmótico proporcionado por el exceso de sacarosa 
y, finalmente, la formación de microtubérculos. 
Donnelly et al. [26] y Diémé et al. [4] respaldan 
lo anterior, sosteniendo que la microtuberización 
requiere una importante provisión de sacarosa y 
reguladores de crecimiento, siendo más precoz 
cuando el medio se enriquece con citoquininas 
tales como BA y CCC y una cantidad de 8 % de 
sacarosa.

Además, es de resaltar que las condiciones de 
iluminación (continua, fotoperiodo y oscuridad) 
afectan notoriamente la inducción de tuberización. 
Donnelly et al. [26] han demostrado que la 
exposición a día corto u oscuridad, incrementa 



Eyda Johanna Araque Barrera et. al.

28

la eficiencia en la microtuberización, tal como se 
observó en el presente estudio para la PP y DC.

Después de 90 días de incubación bajo 
condiciones de tuberización, los tratamientos 
aplicados mostraron un efecto estadísticamente 
significativo (p = 0) sobre las características 
morfológicas de los microtubérculos producidos 
en las dos variedades; no obstante, la posición 
del microtubérculo (basal o aéreo) tuvo gran 
influencia sobre dichas características ya que 
los que se desarrollaron en la base del primer 
segmento nodal registraron los valores más 
altos para las variables consideradas, conforme 
a lo establecido por Hoque [27] para la variedad 
Diamante, en la cual se produjo mayor número 
de tubérculos con las mejores características en la 
zona basal y media de los explantes. 

Los tratamientos en los cuales se observó mayor 
crecimiento y desarrollo de microtubérculos 
fueron 12 mg L-1 de KIN (tubérculos promedio 
de 160.18 mg., 4.26*3.80 mm. de diámetro y 3.5 
ojos) y 2.5 mg L-1 de BA (tubérculos promedio 
de 143.09 mg., 6.85*5.28 mm. de diámetro y 
4.3 ojos) para PP y, MS oscuridad (tubérculos 
promedio de 113.58 mg., 5.64*4.69 mm. de 
diámetro y 5 ojos) y suplementado con 2.5 mg 
L-1 de KIN (tubérculos promedio de 123.90 
mg., 5.97*4.32 mm. de diámetro y 4.3 ojos) y 
BA (tubérculos promedio de 97 mg., 5.43*4.08 
mm. de diámetro y 4.3 ojos) para DC. Resultados 
similares se obtuvieron en la variedad Diamante 
en concentración 4 mg L-1 de KIN [27], en la 
variedad Alfa en concentración de 2.5 mg L-1 de 
KIN [28] y 8 % sacarosa [29] y en la variedad 
Diacol Capiro, clon Atlantic, Andinita y Kennebec 
en concentraciones de 8 % de sacarosa [20, 23, 
30], entre otras. No obstante, Donnelly et al. [26], 
proponen que los reguladores de crecimiento 
(BAP y KIN) pueden  inducir tubérculos in vitro 
de papa pero que en la mayoría de los casos el 
efecto de estos es dependiente del genotipo.

Algunos autores advierten que las bajas 
densidades de cultivo aumentan el desarrollo 
morfológico de los tubérculos, ya que se reduce 
la competencia por nutrientes; además, la 
proximidad del explante al medio aumenta su 
transporte y utilización, otorgándole mejores 
características a los tubérculos formados en 
la yema basal. Al respecto, Aslam et al. [25] 

mencionan que obtener microtubérculos de mayor 
peso y tamaño permite aprovechar mejor las 
ventajas de estos, porque pueden ser almacenados 
o llevados directamente a campo sin un proceso 
previo de aclimatización. La mayoría de autores 
concuerda con que la producción de tubérculos-
semillas de papa debe iniciarse con material 
de la más alta calidad sanitaria, por lo tanto es 
necesario disponer de núcleos iniciales generados 
de plantas in vitro o de plantas que provengan de 
un programa de multiplicación clonal, ya que a 
partir de estas plantas o de sus descendientes se 
pueden producir muchas más por multiplicación 
acelerada, tal como queda planteado y descrito 
en la presente investigación. Además, en varios 
trabajos de cultivo de tejidos con papa, se ha 
planteado que utilizar tuberculillos para iniciar 
cultivos in vitro presenta ciertas ventajas sobre 
los explantes nodales, pues producen plantas en 
la mitad del tiempo que le tomaría a los explantes 
nodales y el proceso no depende de la presencia 
de sacarosa en el medio. 

Finalmente se debe resaltar que los tratamientos 
en los cuales los microtubérculos presentaron las 
mejores características no corresponden a los que 
registran mayor tuberización, excepto el medio 
MS suplementado con 2.5 mg L-1 de BA, razón 
por la cual se establece que es el tratamiento 
más adecuado para microtuberización en las 
variedades PP y DC, de manera semejante a 
lo reportado para Diacol Capiro, Andinita y 
Kennebec, en las cuales el tratamiento con 1.0 
mg L-1 y 12 mg L-1 de BA + 8 % sacarosa, indujo 
tuberización y además favoreció el tamaño, peso 
y proliferación de los microtubérculos y de los 
tallos [20, 23].

3.4 Cultivo ex vitro:

La composición del sustrato utilizado favoreció 
el desarrollo de las plántulas micropropagadas, 
las cuales presentaron apariencia vigorosa y 
buen crecimiento y desarrollo caulinar y radical. 
Se registró una viabilidad del 93 y 95 % para la 
variedad PP y DC, respectivamente. 

El protocolo permitió obtener un número 
suficiente de plantas madre homogéneas para la 
producción de semilla pre-básica.    

De acuerdo con los resultados obtenidos para 
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las variedades PP y DC, se indica que las 
respuestas observadas durante los ensayos 
de micropropagación y tuberización, están 
fuertemente influenciadas por el genotipo, tipo 
de explante y la edad fisiológica de los explantes 
utilizados; por tanto, es imperativo conocer 
el comportamiento in vitro particular de cada 
variedad antes de emprender programas de 
multiplicación a gran escala.

4. CONCLUSIONES

Teniendo en cuenta las características 
morfológicas que presentan los explantes 
de PP y DC durante las diferentes etapas 
de micropropagación así como el análisis 
estadístico de los resultados obtenidos en cada 
una de ellas se establece que los medios que 
permiten la obtención de explantes adecuados 
para multiplicación y mantenimiento de cadenas 
proliferativas son MS + 0,02 mg L-1 de ANA y 
MS sin reguladores, respectivamente. Así mismo, 
los tratamientos que garantizan el desarrollo de 
un sistema radical adecuado son los realizados 
con 0.05 mg L-1 de AIB aplicado en pulsos y/o 
medio MS + 0.005 mg L-1 de ANA para PP y, 
0.005 mg L-1 de AIB aplicado y/o medio MS + 
0.02 mg L-1 de AIB para DC.

La mayor tuberización in vitro se alcanza 
en MS suplementado con 2.5 mg L-1 de BA y 
8 % de sacarosa, registrándose un total de 47 
microtubérculos con peso promedio de 143.09 
mg. y 6.85*5.28 mm. de diámetro en PP y, un 
total de 49 microtubérculos con peso promedio 
de 97 mg. y 5.43*4.08 mm. de diámetro para DC.

Los protocolos desarrollados en la presente 
investigación pueden ser empleados para la 
multiplicación de material vegetal y producción 
de microtubérculos de papa variedades Parda 
Pastusa y Diacol Capiro de alta sanidad. Las 
plántulas y microtubérculos desarrollados pueden 
ser cultivados bajo condiciones controladas para 
la producción de semilla pre-básica, la cual, 
después de algunos ciclos de multiplicación 
puede ser entregada a los agricultores.
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Resumen

En este trabajo se reporta la síntesis de los materiales Sr2GdSbO6 (SGSO) y GdBa2Cu3O7−δ  (GBCO),  
por el método de reacción en estado sólido y de compósitos GdBa2Cu3O7−δ /Sr2GdSbO6 (GBCO/SGSO) 
en diferentes proporciones volumétricas. La caracterización estructural de los compuestos sintetizados   
se realizó por medio de difracción de rayos X, usando el método de refinamiento Rietveld, realizando    
un análisis cuantitativo de fases en volumen. Los resultados obtenidos permiten confirmar que los dos 
materiales (GBCO/SGSO) son estables químicamente, coexistiendo en un mismo volumen a 900 C. También 
se encontró, mediante medidas de magnetización, que el GBCO contenido en cada uno de los diferentes 
compósitos, conservó sus propiedades superconductoras, ya que se obtuvo la transición al estado supercon- 
ductor por debajo de una temperatura de 90 K. La caracterización morfológica se realizó mediante medidas 
de microscopia electrónica de barrido (SEM) y análisis elemental mediante medidas de espectroscopia   
de energía dispersiva (EDX). El estudio eléctrico se realizó mediante medidas de voltaje en función de la 
corriente a temperatura ambiente y posterior cálculo de la resistividad volumétrica. El estudio del efecto 
percolativo se llevó a cabo mediante el cálculo del volumen crítico y de los exponentes críticos en cada una 
de las fases aislante y conductora, usando el modelo de Kussy [1] y el modelo de respuesta no lineal semi 
clásica Random Resitor cum Tunelling bond Network (RRTN) [2] contrastando los exponentes críticos, con 
los encontrados en la literatura.

Palabras clave: superconductividad, compósitos.
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Abstract

This document reports the synthesis of the materials Sr2GdSbO6 (SGSO) and GdBa2Cu3O7−δ (GBCO), by 
the reaction method in solid state and GdBa2Cu3O7−δ /Sr2GdSbO6 (GBCO/SGSO) composites in different 
volumetric proportions. The structural characterization of the synthesized compounds was carried out by 
means of X-ray diffraction, using the Rietveld refinement method, performing a quantitative analysis of 
phases in volume. The results obtained confirm that the two materials (GBCO / SGSO) are chemically 
stable, coexisting in the same volume at 9000 C. It was also found, by means of magnetization measures, 
that the GBCO contained in each one of the different composites, It keeps superconducting properties, as 
the transition to the superconducting state was obtained below a temperature of 900 K. The morphological 
characterization was performed by scanning electron microscopy (SEM) and elemental analysis by means 
of dispersive energy spectroscopy (EDX) measurements. The electrical study was performed by means of 
voltage measurements as a function of the current at room temperature and subsequent calculation of the 
volumetric resistivity. The study of the percolative effect was carried out by calculating the critical volume 
and the critical exponents in each one of the insulating and conductive phases, using the Kussy model [1] 
and the semi-classical non-linear response model Random Resistor cum Tuning Bond Network (RRTN)[2], 
by contrasting critical exponents with those found in the literature.

Keywords: Superconductivity, composites.

1. INTRODUCCIÓN

Las perovskitas son materiales cerámicos 
descritos según la fórmula química generalizada 
ABX3, constan de cubos compuestos de tres 
elementos químicos diferentes (A, B y X), presentes 
en una proporción 1:1:3 [3]. Los átomos A y B son 
cationes metálicos y los átomos X son aniones no 
metálicos. El catión A es el mayor de todos y se 
encuentra en los ocho vértices de la estructura 
cúbica, el catión B en su centro y los aniones X en 
el centro de las caras. Las perovskitas naturales 
y en especial las sintéticas presentan una notable 
variedad de propiedades eléctricas y magnéticas, 
dependiendo de los elementos que la componen 
y de su estructura [4]. En las perovskitas no 
solo existen materiales superconducto- res, sino 
también materiales aislantes o dieléctricos, que 
son óptimos candidatos para ser substratos en la 
formación de películas superconductoras, debido 
a sus similares características estructurales con 
los superconductores, gracias a la absorción de 
energía en las transiciones de fase en función de 
los cambios de temperatura [3]. Estas películas en 
las que se tienen substratos aislantes con refuerzos 
superconductores, constituyen la formación de 
materiales compuestos o compósitos, resaltando 
la porosidad del material, generándose clúster 
de los materiales constituyentes separadamente. 
Gracias a esta cualidad se pueden tener compósitos 
superconductores, sin que el porcentaje total de la 
película lo sea. Con esto se pueden reducir costos 
en la elaboración y se pueden generar nuevas 

propiedades físicas, cuando en los materiales 
por separado no se tendrían [5]. La finalidad de 
este trabajo es estudiar la estabilidad química 
del compuesto SGSO, con el superconductor 
GBCO, para ser usados como potencial sustrato 
en un capa búfer. Para esto, primero se sintetizó el 
SGSO, y luego se mezcló con GBCO para formar 
los compósitos GBCO/SGSO en proporciones de 
50/50 a 20/80. Posteriormente, mediante análisis 
Rietveld, usando datos de difracción de rayos X, 
se determinó cuantitativamente los porcentajes en 
volumen de las fases presentes en los compósitos, 
y si coexisten por separado las dos fases sin 
reaccionar químicamente entre ellas. También el 
estudio del comportamiento magnético, a través 
de medidas de magnetización, entre 50K-250K, 
determinando la temperatura crítica, para cada 
uno de los compósitos, finalmente se realizó 
un estudio del efecto percólativo eléctrico por 
medio de medidas I-V, el cálculo de umbrales 
en la transición de fases y exponentes críticos 
comparables con la literatura [8][9].

2. DETALLES EXPERIMENTALES

La síntesis de Sr2GdSbO6 y GdBa2Cu3O7−δ 
se realizó por medio de reacción en estado sólido, 
a partir de los óxidos precursores (Gd2O3 (99.9 
%), Sb2O3 (99.999 %), CO3Sr (99.995 %), CuO 
(99.999 %), a altas temperaturas (>1150 C, >900 C 
respectivamente), en un horno tipo mufla. Estos 
óxidos fueron molidos y mezclados finamente 
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en un mortero de ágata por un tiempo de una 
hora. La mezcla se prensó en forma de pastillas 
cilíndricas de 10 mm de diámetro por 2 mm de 
alto a una presión de 873 MPa en una prensa 
hidráulica y se sometieron a un tratamiento 
térmico de sinterización. Después de obtener el 
SGSO, se procedió a la síntesis de los compósitos 
GBCO/SGSO en proporciones de 50/50 a 
20/80 a temperatura de 900 C, para tal fin cada 
una de las muestras de compósitos se molió, 
mezcló y empastilló a una presión de 873 Mpa. 
Las pastillas fueron sometidas a un tratamiento 
térmico en atmósfera de O2 aplicado a las 30 
horas después de iniciado el tratamiento durante 
un intervalo de 24 horas a flujo constante. La 
estabilidad química entre el GBCO y SGSO se 
estudió mediante un análisis cuantitativo de fases 
de los patrones de difracción de rayos X de esos 
compósitos por medio del método de refinamiento 
Rietveld. Los patrones de difracción de rayos X 
del SGSO, GBCO y de los compósitos GBCO/
SGSO se registraron a través de un difractómetro 
PANalytical X’pert, usando la radiación Co-
Kα = 1.7890 Å, con un ángulo 2 grados entre 
20 y 90 grados con pasos de 0,02 grados y un 
tiempo por paso de 1 segundo. Las medidas de 
magnetización ZFC fueron realizadas en un 
magnetómetro Versalab VSM (Vibrating Sample 
Magnetometer) Quantum Desing, en un rango de 
50K a 250K. La morfología de cada uno de los 
compósitos y su respectiva composición química 
fue estudiada por microscopía electrónica de 
barrido (SEM) y espectroscopía EDX. El estudio 
eléctrico de los compósitos se realizó mediante 
medidas de voltaje en función de la corriente, en un 
Resistómetro DC, con rango de 0.0 V - 0.20 mV.

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

A través de la técnica de difracción de rayos 
X, se determinó que Sr2GdSbO6 cristaliza en una 
estructura cubica simple con simetría 225, grupo 
espacial Fm-3m y que pertenece al grupo de las 
perovskitas dobles complejas. Esta estructura 
fue previamente simulada en el software Spuds 
y visualizada en el software PCW. A través de 
refinamiento de patrones de difracción (Figura 
1) por el método Rietveld. Se determinaron los 
parámetros estructurales a=8.29(4)Å y α = 90o 

correspondientes un χ2= 1.557 y Rf =6,79 %.

Figura 1. Patrón de difracción refinado para el Sr2GdSbO6. 
Los símbolos corresponden a los datos experimentales y la 

línea roja al patrón simulado.

Figura 2. Patrón de difracción refinado para el 
GdBa2Cu3O7-8.  Los símbolos corresponden a los datos 

experimentales y la línea roja al patrón simulado.

Figura 3. Patrón de difracción refinado para el compósito 
GdBa2Cu3O7/Sr2GdSbO6 con proporción 35/65. Los 
símbolos corresponden a los datos experimentales y la línea 

roja al patrón.
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También a través de medidas XDR y 
análisis Rietveld (Figura 2), se determinó que 
GdBa2Cu3O7−δ, cristaliza en una estructura 
ortorrómbica, con simetría 47 y grupo espacial 
Pmmm. Siendo sus parámetros estructurales a= 
3.863(7)Å, b= 3.884(7) Å, c= 11.682(6) Å y α = 
90o, correspondientes a χ2= 1.943 y Rf =4,82 %.

En la figura 3, se observa el espectro de 
difracción con su respectivo refinamiento 
Rietveld, en los que se destacan los picos 
característicos para los materiales GBCO y 
SGSO, confirmando la coexistencia de dos fases 
y la estabilidad química de las fases en un único 
volumen, sin reacción, formando un material 
compósito. Para este caso se encontró que la 
fase 1 correspondiente al SGSO cristaliza en 
una estructura cúbica simple de simetría 225, 
grupo espacial Fm-3m, con parámetros de red 
a=8.292(2)Å, La fase 2 corresponde a GBCO, el 
cual cristaliza en una estructura ortorrómbica, 
con simetría 47 y grupo espacial Pmmm, con 
parámetros de red a= 3.874(8)Å, b= 3.881(5)Å, 
c= 11.688(4)Å y α = 90o, correspondientes a χ2= 
1.793 y Rf=4,82 %.

Tabla 1. Posiciones atómicas y factores de ocupación para 
el compósito GBCO/SGSO en proporción 35/65.

Fase Ion X Y Z f
Sr 0.250(0) 0,250(0) 0.250(0) 1.0

GBCO Gd 0.000(0) 0,000(0) 0.000(0) 0.9
35 % Sb 0.500(0) 0,500(0) 0.500(0) 0.9

O 0,257(8) 0,000(0) 0.000(0) 1.0
Ba 0.500(0) 0,500(0) 0.819(9) 1.0
Gd 0.500(0) 0,500(0) 0.500(0) 0.6
Cu 0.000(0) 0,000(0) 0.000(0) 0.7

SGSO Cu 0,000(0) 0,000(0) 0.641(3) 0.9
65 % O 0.000(0) 0.500(0) 0.000(0) 1.6

O 0.500(0) 0.000(0) 0.629(6) 4.0
O 0.000(0) 0.500(0) 0.621(4) 3.6
O 0.000(0) 0.000(0) 0.860(5) 0.0

En la tabla 1, se reportan las posiciones 
atómicas correspondientes al análisis de 
refinamiento Rietveld del compósito GBCO/
SGSO con una variación volumétrica de 35 % de 
GBCO, resaltándose la presencia de dos fases con 
un porcentaje de volumen de GBCO(25,33 %) y 
SGSO(74,67 %) para densidades de 7,016 g/cm3 
y 6,427 g/cm3 respectivamente.

En la Figura 4, se comparan las estructuras 
para GBCO, donde (a) corresponde a la 
estructura reportada [6], (b) la estructura debida 
al análisis Rietveld de la muestra GBCO/SGSO 
correspondiente a la variación 35/65. Se observa 
un desplazamiento vertical para los átomos 
de Cobre, haciendo que la estructura sea un 
poco más alargada en el eje z, sin embargo se 
mantiene la geometría de los planos Cu-O en 
(b) similar al reportado en (a), los cuales son 
los responsables de la respuesta magnética de 
carácter superconductor [7].

Figura 4. Estructura de GBCO (a) Reportada (b) Observada. 
Visto a lo largo del eje z

Figura 5. Patrones de difracción  para  las  diferentes 
variaciones volumétricas (*-Pico principal fase 

Sr2GdSbO6. o -Pico principal Fase GdBa2Cu3O7−δ ).

En la Figura 5 se observa los patrones de XDR 
para las diferentes concentraciones del compósito 
GBCO/SGSO, destacándose los picos principales 
para cada uno de los materiales por separado, 
evidenciándose la coexistencia de dos materiales 
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en un mismo volumen, sin que reaccionen 
produciendo un tercer compuesto, siendo 
químicamente estables. Esto se logra gracias a 
que en el proceso de sinterización con presencia 
de atmósfera de oxígeno, la temperatura se eleva 
hasta la temperatura de síntesis del GBCO (900 
C), la cual es más baja que la del SGSO (1150 
C), impidiendo una gran agitación térmica, que 
genere reacciones químicas. Además como se 
observa en la Tabla 2 no hay gran variación en 
los parámetros de red de los distintos compósitos.

Al realizar los respectivos refinamientos, 
encontramos que todos los compósitos cristalizan 
en una estructura cúbica simple y ortorrómbica, 

correspondientes a las dos fases presentes, 
siendo esta una prueba cuantitativa de la buena 
estabilidad química del compósito. En la tabla 
2 observamos los diferentes parámetros de 
red, el Chi cuadrado e indicador de bondad 
de los diferentes refinamientos por método 
Rietveld, la temperatura crítica de las medidas 
de magnetización en función de la temperatura 
(Figura 8) y el análisis cuantitativo de fases en 
volumen para cada uno de los compósitos. Se 
observa que los parámetros de red se mantienen 
constantes, sin embargo las posiciones atómicas 
en z, registradas en la tabla 1, y mostradas en la 
figura 4, varían en relación a la estructura GBCO 
reportada.

Tabla 2. Parámetros estructurales, Chi cuadrado, indicador de bondad del ajuste, temperaturas críticas de compósitos 
GdBa2Cu3O7-?/Sr2GdSbO6 a diferentes variaciones volumétricas y análisis cuantitativo de fases por refinamiento Rietveld.

GBCO/
SGSO Fase a(Å) b(Å) c(Å) χ2 Rf2 Tc(K) Análisis 

cuantitativo

20/80 SGSO
GBCO

8.294(4)
3.858(9) 3.896(5) 11.692(4) 1.907 0.0855 74,68 0.8308

0.1691

22/78 SGSO
GBCO

8.295(2)
3.896(6) 3.893(4) 11.550(8) 1.539 0.1296 75,09 0.7965

0.2034

24/76 SGSO
GBCO

8.296(9)
3.871(7) 3.899(7) 11.468(3) 1.169 0.0854 75,18 0.7892

0.2107

26/74 SGSO
GBCO

8.292(0)
3.812(7) 3.906(3) 11.727(2) 2.756 0.1305 75,49 0.9024

0.0975

28/72 SGSO
GBCO

8.287(8)
3.840(5) 3.895(9) 11.695(9) 1.429 0.1134 77,62 0.8079

0.1920

30/70 SGSO
GBCO

8.290(6)
3.863(1) 3.889(6) 11.686(8) 1.625 0.1128 78,97 0.7368

0.2631

35/65 SGSO
GBCO

8.292(2)
3.874(8) 3.881(5) 11.688(4) 1.793 0.0906 80,9 0.7467

0.2532

50/50 SGSO
GBCO

8.289(8)
3.865(5) 3.890(2) 11.680(8) 1.216 0.0771 82,52 0.6475

0,3524

En la figura 6 y figura 7, se observa las 
micrografías SEM para el GBCO y para el 
compósito GBCO/SGSO en proporción 35/65, 
en la cual se puede diferenciar dos tipos de 
materiales al ser comparadas, evidenciando un 
clúster de GBCO en la parte izquierda de la figura. 

También se observa que el material SGSO es 
mucho más particulado, con granos del orden de 
1 µm, además de una forma un poco más definida 
y submicrométrica, lo que causa que el compósito 
sea más poroso y facilite las formación clústers en 
el volumen.
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Figura 6. Micrografía SEM de GdBa2Cu3O7-? a 6.00KX

Figura 7. Micrografía SEM de compósitos GBCO (35)/
SGSO (65) a 6.00KX

En la figura 8, se observa la gráfica de las 
medidas de magnetización en función de la 
temperatura para las diferentes variaciones 
volumétricas de compósitos GBCO/SGSO, 
estas temperaturas y las distintas variaciones 
están registradas en la tabla 2. Se registra un 
comportamiento netamente superconductor 
para todas las variaciones del compósito, 
proporcionando una evidencia magnética de 
la presencia de material superconductor en el 
volumen del compósito.

En la figura 10 se reporta la Temperatura 
crítica en función de la variación volumétrica, en 
la cual se observa un aumento del Tc a medida que 
el porcentaje de GBCO aumenta, proporcionando 
una clara evidencia que el volumen de material 
SGSO afecta la respuesta superconductora 
del material, ya que a medida que aumenta la 
temperatura critica en cada compósito, disminuye 
el porcentaje de volumen de SGSO en el material.

Figura 8. Medidas de magnetización de compósitos GBCO/
SGSO a 50 Oe.

Figura 9. Temperatura crítica en función de la variación 
volumétrica.

En la figura 10 se observa las medidas de 
resistividad en función de la variación de volumen, 
en el cual se encuentra una alta resistividad del 
orden de 109 para bajos porcentajes de GBCO 
en el compósito. A medida que es porcentaje de 
GBCO aumenta, disminuye la resistividad hasta 
un valor casi cero, en él se evidencia la aparición 
de una región con una transición de fase metal-
aislante para valores cercanos a 30 %. De acuerdo 
con la teoría de Percolación según el modelo 
de Kussy [1] se encontraron dos fases, para los 
cuales se calcularon los volúmenes críticos y los 
exponentes críticos para las dos fases: para la fase 
aislante se modelo a través de la linealización 
en un gráfico log-log por medio de la función 
ρ = ρ0(Vc −V )s, para Vc < V con Vc = 0,13, s = 
−0,55 y ρ0 = 8,5980 x 108 Ωm, se evidencia 
en la fase aislante que el volumen critico es 
muy bajo, debido a la rápida disminución de la 
resistividad, evidenciándose según el modelo 
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Random Resitor cum Tunelling bond Network 
(RRTN) un transporte de carga semiclásico en el 
cual no se genera un clúster percolante pero se 
genera tunelamiento en las uniones de los granos 
metal - aislante, generando así un clúster con 
enlaces de tunelamiento (T-Bonds)[2]. Para la fase 
conductora se tiene ρ = ρ0(V −Vc)−t , para Vc > 
V con Vc = 0,34, t = 6,66 y ρ0 = 1,5233 Ωm, en el 
cual el volumen crítico (Vc) es cercano al 30 % en 
el cual se presenta un clúster percolante, el valor 
del exponente crítico t es un poco alto comparado 
con el universal para redes 3D (t = 2) y t = 1, 42 
nuevamente indicando una no universalidad sin 
embargo en la figura 11 se observa un aumento en 
la resistencia del material a medida que aumenta 
el voltaje, con variación en corriente, esto nos 
indica la presencia de una fase óhmica, pero 
también  la presencia de material dieléctrico para 
una fase aislante según el modelo RRTN para V > 
Vc en la curva I-V debe tener un comportamiento 
lineal hasta que se encuentre el umbral de tensión 
macroscópica Para valores de V < Vc se encuentra 
una pequeña región no lineal, al realizar el 
gráfico I-V se encontró que en toda la medida 
hay un comportamiento lineal, asumiendo que no 
se llegó a la tensión requerida en contraposición 
el exponente crítico t= está en coherencia con el 
modelo RRTN con un exponente crítico t=1,33 
a pesar de esto, la figura 11 nos indica que hay 
formación de clústers de tipo T- Bond o enlaces 
de tunelamiento entre microgranos de material 
superconductor y aislante, los cuales para bajas 
proporciones de GBCO, encuentran un camino 
para que haya transporte eléctrico de carga a 
través del compósito

Figura 10. Resistividad de compósitos GBCO/SGSO en 
función de la proporción volumétrica

Figura 11. Resistencia en funcion del Voltaje para 
el compósitos GBCO para las diferentes variaciones 

volumétricas.

4. CONCLUSIONES

Se realizó la síntesis de los compuestos  
Sr2GdSbO6 (SGSO) y GdBa2Cu3O7−δ (GBCO) 
y del compósito tipo perovskita compleja 
GdBa2Cu3O7−δ /Sr2GdSbO6 por medio del 
método de reacción de estado sólido para 
diferentes variaciones volumétricas, encontrando 
a través de análisis cuantitativo de fases por medio 
de refinamiento Rietveld, que los dos materiales 
coexisten en un solo volumen, sin reaccionar, 
conservando sus propiedades estructurales 
y magnéticas por separado, manteniendo la 
estabilidad química del material.

Para cada una de la variaciones volumétricas 
se encontró que cada fase es del mismo grupo 
espacial (Fm-3m 225 para SGSO y Pmmm 47 
para GBCO), que los compuestos sintetizados 
separadamente, con la única diferencia que 
las posiciones atómicas en z para los Cu y 
O en el GBCO, aumentan en comparación 
con la estructura reportada [4], haciendo que 
la estructura sea un poco más alargada en 
esa dirección. Sin embargo los planos Cu-O, 
responsables de la respuesta superconductora 
[5] se mantienen de igual forma que en la 
estructura reportada [4], haciendo que todas las 
muestras independientemente de la variación 
volumétrica tuvieran respuesta magnética del tipo 
superconductor, comprobando magnéticamente, 
que en el volumen coexiste una porción de 
material GBCO, sin embargo las temperaturas 
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críticas varían en cada compósito disminuyendo 
a medida que aumenta la proporción de SGSO, 
afectando volumétricamente la respuesta 
superconductora.

En las medidas de resistividad se observa una 
transición de fase metal - aislante con un volumen 
crítico de 0,34 y un exponente crítico s = −0,55, 
para altas concentraciones, haciendo evidente la 
presencia de un clúster percolante de acuerdo al 
modelo de Kushy en una configuración Random 
Resistor Network, sin embargo el exponente crítico 
no está de acuerdo con la literatura, indicando 
una no universalidad. Para concentraciones 
bajas se encontró un volumen crítico de 0.13 y 
un exponente crítico t = 6,66, evidenciando la 
formación de un clúster T-Bonds o enlaces de 
tunelamiento, a pesar que el exponente crítico 
no es coherente con la literatura, sin embargo 
un factor determinante que apunta a tener un 
comportamiento del tipo Random Resistor Cum 
Tunelling bond Network, fue que se observó un 
incremento en la resistencia del material para 
bajas concentraciones y la variación lineal de la 
corriente con respecto al voltaje, confirmando 
la presencia de una fase óhmica y aislante 
con presencia de clusters T-bonds para estos 
volúmenes.
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Abstract

The quantum correlations of two qubits in a microcavity with dissipation and a single quantized mode of 
the electromagnetic field are studied. In order to study our physical system, the Tavis-Cummings model 
and the formalism of the master equation of the density operator under the Born-Markov approximations 
will be used. The cavity mode will be coupled with an external pulsed laser and the master equation of the 
density operator that describes the evolution of the system will be solved numerically. The concurrence, the 
quantum mutual information, and the quantum discord are determined for the system of two qubits. The 
correlations are studied as a function of the dimensionless quantity τ = gt when the intensity of the laser 
cavity coupling varies, and two initial conditions are considered in the weak coupling regime in which the 
dynamic evolution of these correlations was studied.

Keywords: Open Quantum Systems, Master Equation, Tavis-Cummings Model, Quantum Correlations, 
Concurrence, Mutual Information, Quantum Discord.

Resumen

Se estudian las correlaciones cuánticas de dos qubits en una microcavidad con disipación y un solo modo 
cuantificado del campo electromagnético interactuado con ella. Para estudiar nuestro sistema físico, se 
utiliza el modelo de Tavis-Cummings y el formalismo de la ecuación maestra del operador de densidad 
bajo las aproximaciones de Born-Markov. El modo de cavidad estará acoplado con un láser pulsado 
externo y la ecuación maestra del operador de densidad que describe la evolución del sistema será resuelta 
numéricamente. La concurrencia, la información mutua cuántica y la discordancia cuántica se determinan 
para el sistema de dos qubits. Las correlaciones se estudian como una función de la cantidad adimensional τ 
= gt cuando la intensidad de acoplamiento cavidad láser varía, y se consideran dos condiciones iniciales en 
el régimen de acoplamiento débil en los que se estudió la evolución dinámica de estas correlaciones.

Palabras clave: Sistemas Cuánticos Abiertos, Ecuación Maestra, Modelo Tavis-Cummings, Correlaciones 
Cuánticas, Concurrencia, Información Mutua, Discordia Cuántica.
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1. INTRODUCCIÓN

The quantum computing theoretically studies 
systems that make direct use of the phenomena of 
quan tum mechanics, such as superposition and 
entanglement, to perform operations on data [1]. 
Considering that the common digital compu-
tation requires that the data be coded in binary 
digits (bits), each of which is always in one of 
two defined states (0 or 1), quantum computation 
uses qubit bits, which can Being in a superposi-
tion of states. The field of quantum computation 
began with the work of Paul Benioff [2] and Yuri 
Manin in 1980 [3], Richard Feynman in 1982 [4] 
and David Deutsch in 1985 who outlined the basic 
principles of quantum computation and proposed 
Idea of a quantum computer [5]. As of 2016, the 
development of real quantum computers is still 
in its infancy. Experiments have been carried out 
in which quantum computational operations were 
performed on a very small number of quantum 
bits [6]. Practical and theoretical investigations 
continue and many groups worldwide investi-
gate quantum computation in an effort to develop 
quantum computers that can assist in the develop-
ment of existing problems that have so far as in the 
area of cryptanalysis [7].

The potential of use in quantum computation 
motivates the detailed study of two-level atoms, in 
particular the atoms in the optical cavities where 
these can interact strongly with the individual 
photons. The system of a two-tiered atom coupled 
to a single cavity mode is known as the Jaynes-
Cummings model; Models of more complicated 
systems with multi-level. atoms can be developed 
using their basic ideas, such as the Dicke model 
that corresponds to a set of two-level N atoms that 
may be interacting with each other [8].

In this work we will study the non-classical 
properties of the Tavis-Cummings system, which 
considers two qubits that interact with a single 
cavity mode and consider an external pulse that 
interacts with the unique cavity mode. Knowledge 
of the behavior of such systems may lead some day 
to applications in the field of quantum computing, 
or in related fields. The knowledge of how two-
level and multi-level atoms (more suitable for real 
systems) behave compared to idealized systems 
has direct relevance to know if such multilevel 

atoms, for example, can be used as qubits to 
encode quantum information.

Some of these properties is quantum 
entanglement (QE) is a property of quantum 
systems that exhibit correlations that can not be 
explained classically and their discovery marks a 
big difference between the classical and quantum 
behavior of composite systems. however, QE is 
not the only useful quantum correlation for the 
quantum processing of information. Quantum 
discord (QD), initially introduced by Ollivier and 
Zurek [9] and later by Henderson and Vedral [10], 
is defined as the difference between the mutual 
information of the system and the information 
obtained after measuring one of the parts of the 
system. Quantum discord gives a measure of the 
quantum correlations and in particular of how 
much a system is disturbed when it is measured 
and the information obtained from it. QD measures 
quantum correlations of a more general type than 
entanglement. Curiously, it has been theoretically 
and experimentally demonstrated that separable 
states supply an increase in the computational 
speed in comparison with the classical states in 
some models of quantum computation [11].

Entanglement and quantum discord are of 
great interest because they constitute one of 
the basic tools for studying the effects in atoms 
located in cavities, in quantum optics, in trapped 
ions, in the optomechanics of cavities, etc. 
Correlations can be obtained, such as mutual 
information, concurrence, and non-classical 
correlations between the photons that leave a 
cavity and the cavity mode. These phenomena 
have been measured in atomic systems as well 
as in solid-state systems [12] Additionally, these 
correlations produce blocking of photons and 
tunneling, which can be used for the generation 
of single photons for the quantum processing of 
information [13] and high-precision detection and 
metrology, as well as the quantum simulation of 
many-body systems citecarusotto2009.

This article is organized as follows. In section 
II First we review the description of the model of 
Tavis- Cummings, in addition, it is considered an 
external laser coupled with a mode of the cavity. 
In Section III we present the definitions of con-
currency and its relation to entanglement in quan-
tum systems, Von Neumann’s entropy and mutual 
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information. We present the concept of quantum 
discord introduced by Ollivier and Zurek, which 
gives information of the quantum correlations 
present in a system. In Section IV, the dynamic 
evolution of interlacing, concurrency, mutual in-
formation and quantum discord for two different 
initial conditions in the weak coupling regime, 
and we conclude in section V.

2. THEORY

2.2 Hamiltonian of system

The quantum system is made up of two qubits 
in the interior of a nanocavity with dissipation, 
which interact with a single quantized mode of 
the electromagnetic field with a frequency of ωc. 
The qubitcavity system is coherently impacted by 
a laser pulse with central frequency wl and inten-
sity η. See Fig.1. In the dipolar approximations 
and those of the rotating wave, the Hamiltonian 
that describes the dynamics is given by 

These Hamiltonians are expressed as:

In them, ωc, ω1, and ω2 are the frequencies of 
the cavity mode, of qubit 1, and of qubit 2, respec-
tively. â  and â† are the annihilation and creation 
operators associated with the single quantized 
mode of the electromagnetic field; 

   are the 
Pauli operators of the ith qubit, and each possesses 
a transition frequency transition ωi. The coupling 
constant gi is the intensity of the cohe- rent interac-
tion between each qubit and the quantized mode of 
the electromagnetic field. If ωl ~ ωc, the laser-cav-
ity interaction con be considered by means of a 
linear coupling constant ε between the laser and  
the cavity mode. The Hamiltoniano of interaction 
between the quantized mode of cavity and the la-
ser becomes

  

where  represents the intensity 
of the interaction.  There V = L3 is the volume of 
the cavity, ε is the coupling constant between the 
laser and the cavity mode, and c is the speed of 
light.

In the rotating wave approximation to the fre-
quency ωl, the total Hamiltonian of the system is:

 

Here, Δc = ωc -- ωl  and Δi = ωl are the detuning 
of the cavity and of the ith qubit with respect to 
the frequency of the laser.

 
Figure 1. Representation of 2 qubits in the interior of a cav-
ity with dissipation and a single quantized mode of the elec-
tromagnetic field with frequency ωa coupled with a pulsed 
laser of frequency ωl , κ represents the rate of decay of the 
field of the cavity, and γi is the rate of spontaneous emission 

of the ith qubit.

The dynamics of the qubit-cavity system are 
determined with the master equation of the densi-
ty operator in the Lindblad form.

 

In this equation,  is the density operator of 
the coupled qubit-cavity system. The Lindblad 
operator takes the form:
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and models the incoherent decay. Eq.(6) con-
tains of 4 terms on the right of the equals sign. 
The first describes the coherent evolution of the 
qubit-cavity system, the second describes the rate 
of decay of the field of the cavity, and the third 
and fourth describe the processes of spontaneous 
emission of the ith qubit, κ and γi are the rates at 
which photons escape across the mirrors of the 
cavity and the rate of decay due to spontaneous 
emission, respectively. The master equation is 
solved numerically using the program QuTip: 
Quantum Toolbox in Python, truncating the states 
of the photons at 10. This method is completely 
quantum mechanical, and additional approxima-
tions besides those of Born-Markov are not car-
ried out.

3. QUANTUM ENTANGLEMENT AND 
QUANTUM DIS CORD

The Hilbert space  of the compound system 
is given by the tensor product  , 
where  are the Hilbert spaces of qubit 1 
(qubit 2) and  is the Hilbert space of the cavity 
mode. The dynamics of the of 2-qubit system are 
obtained by taking the trace of the density opera-
tor  with respect to the variables of the electro-
magnetic field of the cavity,  

The entanglement of a binary system can be 
quantified by means of the concurrence [14], 
which for an arbitrary mixed state is given by:

which  and  
being the eigenvalues of the matrix .

The concurrence C = 0 indicates a separable, 
or non-entangled, state, and C = 1 indicates a 
maximally entangled state. Quantum discord is 
the first measure of quantum correlations besides 
entanglement. The number of quantum and clas-
sical correla tions in a binary quantum system  
can be deter mined by means of the quantum mu-
tual information and the quantum discord, as Oli-
ver and Zurek [9] propose. For a two-qubit quan-
tum system, the quantum discord is given as the 

difference between the quantum mutual informa-
tion and the classical correlation, as follows [15]:

 is the quantum discord,  is the 
mutual information, and  are the classical 
correlations. The mutual information of the two 
subsytems is expressed as:

where  is the von 
Neumann entropy of the quantum system and 

 and  the reduced density operators for the 
subsystems qubit 1 and qubit 2, respectively. The 
classical correlations between the two subsystems 
qubit 1 and qubit 2 are given by [11, 15]:

The minimum is taken from the projec-
tive measurements {Πk} as a whole, and 

  is the mutu-
al conditional entropy of qubit 1, given the 
complete measurements in qubit 2, with 

With the initial conditions given for the sys-
tem under study, this is transformed into states X, 
and one can calculate the quantum discord in the 
following way [16]:

So using Eq. (10) and (13), the degree of the 
quantum entanglement and the quantum discord 
is numerically calculated for our study system.

4. NUMERICAL RESULTS AND 
ANALYSIS 

Initially, the evolution of the qubit-cavity sys-
tem is considered without interaction with the 
pulsed laser. In order to simplify the problem, it is 
assumed that g1 = g2 = g and ω1 = ω2 = ω, so the 
Hamiltonian of the qubit-cavity system will be:
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and the master equation for the density opera-
tor of the system is:

Two initial states for the system under study 
have been considered like those presented in [11].

•  here 
 for simplicity,   

 
is chosen. 

•  
where  corresponds to 
one of the maximally entangled Bell states.

In this article we will study the quantum correla-
tions of an open quantum system. The system op-
erator density equation (Eq. 16) takes into account 
different processes: coherent emission κ, which 
are the loss of photons through the cavity and 
spontaneous emission γ of the qubits.By changing 
the values of the free parameters in the model of 

our study system, κ and γ, two different regimes 
of the dynamics can be obtained: weak coupling 
and strong coupling between the quantized mode 
of the cavity and The qubits. In the first regime 
and that will be studied here the photons emitted 
by the qubits have an almost null chance of being 
reabsorbed by the medium. Thus the excitation 
of the qubits is dissipated. This regime is usually 
observed when the transition of qubit excitation 
occurs within the continuum of the photon state, 
resulting in a finite radiative lifetime of these ex-
citations. In this case, the emission is governed 
by the golden rule of fermi, resulting in an expo-
nential decay of the population of excited states 
[17].In the two figures, the concurrence reaches 
higher values than the quantum discord and de-
cays more slowly. The single-mode electromag-
netic field in the cavity has the responsibility for 
increasing the entanglement between the qubits, 
and as the photons in the cavity decrease so does 
the entanglement, until it completely disappears. 
Over the whole range of figures, the non-classical 
correlations are more robust than the classical cor-
relations, and all of them coexist.

Figure 2. Quantum correlations for a qubit-cavity system as a function of gt, in the weak coupling regime. Quantum discord 
(dotted blue lines), concurrence (red lines), mutual Information (green lines), and classical correlations (dotted black lines) 
are shown. Graph (a) corresponds to the initial state |ψ)12c, θ = π/3, ϕ = π/4, Graph (b) corresponds to initial state ρ12c, with 

a = 0,3, g = 4 GHz, γ = 0,25GHz, and κ = 20 GHz.
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In Fig. 2 we present the dynamics of the cor-
relations: quantum discord, mutual information, 
concurrence and classical correlations as a func-
tion of the gt parameter, taking into account the 
decay effects Of the cavity and the spontaneous 
emission of the qubits. Fig. 2 occurs in the weak 
coupling regime where the parameters associated 
to the system satisfy the condition 16 g2 < (κ − 
γ)2. In this regime the value of the parameter (a = 
0,3) is fixed and it is observed that a pronounced 
decay of the concurrence occurs until reaching a 
value of zero, because the effects caused by the 
doubly excited state For the case |ψ)12c favor that 
the system loses its correlations more quickly, in 
addition we observe that for initial condition ρ12c 
shown in Fig. 2 (b) the system loses correlations 
in a shorter time interval than in the case of the 
first, Demonstrating that the correlations of the 
system depend on the state in which the system 
is initially prepared, this fact is also associated 

with the time in which the photons remain in the 
cavity, since their interaction with the qubits will 
be lower in this regime, as compared to a strong 
coupling regime.

To observe the effects caused by the increase 
in the intensity of the laser-cavity coupling on the 
quantum correlations, we consider four different 
values of this coupling. The dynamic evolution of 
the correlations for this case are shown in Fig. 3 
and 4 associated with the initial conditions |ψ)12c 
and ρ12r respectively. The laser-mode quantized 
interaction of the cavity with the qubits produces 
excitations and transitions between energy levels 
causing the temporal evolution of the system to 
show scenarios of great interest for different pur-
poses. If the intensity of the laser coupling-cavity 
mode is increased, more photons are provided by 
the laser to the cavity and consequently increases 
the mean number of photons in the driven mode.

Figure 3. Dynamics of the quantum correlations as a function of gt, for the initial state ψ 12c, with θ = π/3, ϕ = π/4, g = 4 GHz, 
γ = 0, 25 GHz, κ = 20 GHz, (a) Ω = 1 GHz, (b) Ω = 2 GHz, (c) Ω = 3 GHz, and (d) Ω = 4 GHz. In the graph, the quantum discord 

(dotted blue lines), the concurrence (solid red lines), and the mutual information (solid green lines) can be seen.)

Due to the small amount of time that the pho-
tons remain in the cavity, the opportunity for 
their interacting with the qubits is quite small, 
and oscillations in the correlations of Fig. 3 and 
4 do not appear for the different intensities of 
coupling pulse-caviti. It should be kept in mind 
that the quantum discord plays an important part 
during the dissipative evolution of the qubits; it 

is not a matter of only the existence of quantum 
correlations, but also of the way in which they 
interrelate [18]. Exciting the system with a laser 
beam can be used as an additional means of dy-
namically controlling the given relation between 
the entanglement, the concurrence, and the quan-
tum correlations present between the quantum 
dots. This fact could be used as an important re-
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source for the construction of non-conventional 
quantum protocols, as is studied in the paper [19].

Fig. 3 (a) shows that for the greatest part of the 
time of study of the system the entanglement al-
most disappears and the quantum discord rapidly 
approaches the value given by the total correla-
tions or mutual information. It can be seen that 
this behavior changes as the intensity of the laser 
increases, as is shown in Fig. 3 (b), (c), and (d). 

In Fig. 4, this behavior changes significantly, be-
cause the concurrence undergoes a sudden death 
and then revives for a longer period of time. The 
increase in the intensity of the laser favors the in-
teraction of the photons with the qubits, and that 
is why the oscillations of the correlations tend to 
emerge in the system. This shows that the initial 
conditions of the system play an important part, 
because they can either favor or not favor inter-
actions between the photons and the qubits in the 
cavity.

Figure 4. Dynamics of the quantum correlations as a function of gt, for the initial states ρ12c, with a = 0,3, g = 4 GHz, γ = 0,25 
GHz, κ = 20 GHz. (a) Ω = 1GHz, (b) Ω = 2 GHz, (c) Ω = 3 GHz, and (d) Ω = 4 GHz. In the graph, the quantum discord (dotted 

blue lines), the concurrence (solid red lines), and the mutual information (solid green lines) can be seen).

Fig. 5 and 6 are presented with the aim of show-
ing the changes in the correlations with the in-
crease in the intensity of the laser pulse. Fig. 5 
(a) and 5 (b) show that the quantum discord is the 
same for dif- ferent intensities of the laser within 
the range range 0,2 ≥ gt ≥ 1,7. For the rest of the 
values of gt, the quantum discord increases with 
the increase in the intensity of the laser. These in-
creases are more pro- nounced in the initial state 
ρ12c.

In Fig. 5 (b), which corresponds to initial state 

ρ12c, greater increases in the discord can be seen 
than in fig. 5 (a).

In Fig. 6 (a) and 6 (b), curves of the concur-
rence for four intensities of the laser pulse can be 
seen. Initially, the concurrence is the same for all 
of the intensities, and then it increases in value 
with the increase in the intensity of the pulse, 
but then all of them decrease to zero in the same 
gt. It can be seen that while the quantum discord 
increases, the concurrence decreases with the in-
crease in the intensity of the inciding laser beam.
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Figure 5. Quantum discord for a qubit-cavity system with incidence of a laser pulse, as a function of gt in the weak coupling 
regime. In the figures, the intensities ω1  = 1 GHz (blue lines), Ω2  = 2 GHz (green lines), ω3 = 3 GHz (red lines), and Ω4 = 
4 GHz (pink lines) are shown. (a) Corresponds to the initial state l ψ > 12c, with θ = π/3 and ϕ = π/4, and (b) Corresponds to 

initial state ρ12c, with a = 0,3, g = 4 GHz, γ = 0,25 GHz, and γ = 20 GHz.

Figure 6. Concurrence for a qubit-cavity system with incidence of a laser pulse as a function of the gt in the weak coupling 
regime. Graph (a) corresponds to initial state |ψ>12c, with θ = π/3 and ϕ = π/4, and Graph (b) corresponds to initial state ρ12c, 
with a = 0,3, g = 4 GHz, γ = 0,25 GHz,and κ = 20 GHz. In the figures, the intensities Ω1 = 1 GHz (blue lines), Ω2 = 2 GHz (green 

lines), Ω3 = 3 GHz (red lines), and Ω4 = 4 GHz (pink lines) are shown.

5. CONCLUSION

In the development of  the  previous  work  we 
find that for the weak coupling regimes, consid-
ering two initial conditions given by: |ψ >12C = 
α |e g 0> + β |g e 0> + ξ |g g 1> and 12C = a|Ψ+> 
<Ψ+| + (1 − a)|ee> <ee| ⊗ |0> <0|, Studied here, it 
has been found that the mean number of photons 
in the cavity shows an incoherent dynamics that is 
related to the time that the photons remain in the 
cavity. We observed that the oscillations present in 
the system better their behavior in the case of the 
initial condition  12C. 

For the case in which the presence of a laser 
coupled to the mode of the studied radiation field 
is considered, we observe that the behavior of the 
studied correlations changes considerably as we 
can see in Fig. 5, And Fig. 5. In this regime the 
correlations show a behavior of a smooth curve 
that increases the amplitude of the correlation for 
the case of discord and mutual information but 
shows an opposite behavior for the case of the 
concurrence, for this last correlation we see that 
as we Is increased the laser- cavity coupling the 
degree of coupling of the system increases, the 
oscillations present in this regime are quantum 
oscillations of Rabbi that decay to a rat deter-
mined by the quality factor Q of the cavity.
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The response of the different correlations to 
the change in the intensity of the laser-cavity cou-
pling is due to the change in the magnitude of the 
same. Quantum discordance presents the greatest 
response in comparison with the rest of the other 
correlations. It was found that the mutual infor-
mation is greater than the concurrence in almost 
the entire work domain.

Quantum discord and quantum mutual infor-
mation have been considered as quantifiers of 
correlations. This shows that care must be taken 
when analyzing the use of specific quantifiers 
to describe correlations in the system. Since the 
non-existence of interlacing in the system does 
not guarantee the non-correlation of the system 
given that there are correlations that can not be 
described by entanglement but are made by quan-
tum discord as we can see in the case of Fig. 5 y 
Fig. 6 where we observe that there is no entan-
glement in the system in the interval of about 0,5 
and for times greater than 2 for condition 1 Fig. 
6 (a) and the condition 2 Fig. 6 (b) In the interval 
of (0,2 − 0,6) and times greater than 1.8, howev-
er if we observe the quantum discord in figure 5, 
we see that the quantum discord is different from 
zero in the interval of (0 − 1,5) lo Which shows 
that in this interval there are correlations in the 
system that can not be observed only by studying 
the interlacing throughout the interval.
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Resumen

En este trabajo reportamos el análisis estructural, morfología superficial, ordenamiento magnético, respues-
ta dieléctrica y característica óptica de la nueva perovskita compleja Dy2BiFeO6. Las muestras fueron 
producidas mediante reacción de estado sólido. El análisis cristalográfico fue realizado a través de refi-
namiento Rietveld de los patrones experimentales de rayos X. Los resultados muestran que este material 
cristaliza en una perovskita ortorrómbica correspondiente al grupo espacial Pnma (#62). Por medio del 
ajuste de Curie-Weiss a la respuesta de la susceptibilidad magnética en función de la temperatura se esta-
bleció que el ordenamiento magnético se relaciona con una transición paramagnético-antiferromagnético 
con una temperatura de Weiss θ=-18,5 K, la cual es acorde con el comportamiento del inverso de la sus-
ceptibilidad en función de la temperatura, y una temperatura de Néel TN=50,8 K. La constante de Curie 
permitió determinar un momento magnético efectivo de 15,7 µB. Medidas de magnetización en función del 
campo aplicado a T=50 K, muestran un débil comportamiento histerético, que corrobora el ordenamiento 
magnético presente a esa temperatura. Mediciones de la constante dieléctrica en función de la frecuencia 
aplicada a temperatura ambiente dan como resultado una alta constante dieléctrica relativa a bajas frecuen-
cias (ε=780). La curva de reflectancia en función de la longitud de onda revela el comportamiento típico de 
un material de tipo perovskita doble y permite la obtención de la brecha de energía de 2,74 eV característico 
de un material semiconductor.
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Abstract

We report structural analysis, surface morphology, magnetic ordering, dielectric response, optical feature 
and the electronic structure of the Dy2BiFeO6 novel complex perovskite. The samples were produced by 
the standard solid-state reaction recipe. Crystallographic analysis was performed by Rietveld refinement 
of experimental X-ray diffraction patterns. Results show that this material crystallizes in a perovskite with 
orthorhombic structure, which corresponds to the Pnma (#62) space group. From the Curie-Weiss fitting 
on the curve of susceptibility as a function of temperature we establish that the ordering corresponds to a 
paramagnetic-antiferromagnetic transition, with a Weiss temperature θ=-18,5 K, which is compatible with 
the behavior of the inverse of susceptibility as a function of temperature, and a Néel temperatura TN=50,8 
K. The Curie constant allowed for us to obtain an effective magnetic moment of 15,7 µB. The result of 
magnetization as a function of the applied field, measured at T=50 K, shows a magnetic hysteresis behavior 
that corroborate the magnetic ordering present for this temperature value. Measurements of the dielectric 
constant as a function of applied frequencies at room temperature give as a result a high relative dielectric 
constant (ε=780). The reflectance curve as a function of the wavelength reveals the typical behavior of a 
double perovskite-like material and permits to obtain the energy gap 2,74 eV, which is characteristic of a 
semiconductor material.

1. INTRODUCCIÓN

Las perovskitas son cerámicas que combinan 
elementos metálicos y no metálicos. La perovskita 
original CaTiO3 es un mineral escaso que crista-
liza en forma ortorrómbica o seudocúbica [1], ya 
que se caracteriza porque su celda unitaria tiene 
forma geométrica con los tres ángulos rectos pero 
con parámetros de red distintos y es descrita por la 
expresión ABO3, donde A y B son cationes metá-
licos y O representa el Oxígeno [2]. Una vez pro-
ducidas las llamadas perovskitas sintéticas, este 
nombre se generalizó a un grupo de cristales que 
comparten su misma disposición cristalográfica, 
con variaciones estructurales que van desde cúbi-
ca, tetragonal, ortorrómbica y monoclínica hasta 
romboédrica, por lo cual, dependiendo también 
de las propiedades físicas individuales de los ca-
tiones A y B, pueden originarse comportamientos 
aislantes [3], semiconductores [4], conductores 
metálicos [5], magnetorresistivos [6], ferroeléc-
tricos [7], ferromagnéticos [8], espin-metálicos 
[9] y superconductores [10], entre otros, lográn-
dose la síntesis de estructuras cada vez más com-
plejas como las perovskitas dobles, identificadas 
por la fórmula genérica A2BB’O6, donde B y B’ 
son generalmente metales de transición [11].  En 
los últimos años el interés por generar nuevos ma-
teriales de esta singular familia ha crecido debido 
a la posibilidad de mezclar adecuadamente las 
propiedades físicas de diversos elementos en los 

sitios estructurales A, B y B’ de las perovskitas 
dobles, dando origen a compuestos con propieda-
des aplicables en tecnologías de nanomagnetismo 
y espintrónica [12]. En particular, la comunidad 
científica está interesada en la obtención de nue-
vos materiales que evidencien propiedades apli-
cables en razón de sus propiedades eléctricas y 
magnéticas [13], debido a sus múltiples aplica-
ciones en dispositivos para almacenamiento de 
información, válvulas de espín, sensores magné-
ticos y cabezas lectoras magnéticas, entre otros 
[14]. Un material bastante estudiado debido a sus 
propiedades multiferróicas es el DyBiO3, que 
es ferromagnética en temperaturas entre 50 K y 
645 K además de ferroeléctrica en presencia de 
campos magnéticos aplicados a temperatura am-
biente por causa de interacciones exóticas entre 
los orbitales 4f del Dy y 3d del Fe [15]. En la 
búsqueda de un nuevo material con propiedades 
físicas tecnológicamente útiles, en el presente 
trabajo se reportan algunas predicciones sobre 
las propiedades físicas del nuevo material Dy2Bi-
FeO6, que tiene como base la perovskita simple 
DyFeO3 con inclusión al 50% de Bi en el sitio del 
Fe, con lo cual se espera una mejora en las pro-
piedades dieléctricas del material. En el trabajo 
se detalla el proceso de síntesis y se presentan las 
caracterizaciones estructural, morfológica, óptica 
y magnética, estableciendo las correlaciones res-
pectivas entre los resultados obtenidos para las 
diferentes técnicas experimentales. 
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2. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

Muestras volumétricas de Dy2BiFeO6 fueron 
producidas mediante el método estándar conocida 
como reacción de estado sólido [4]. Los cálculos 
en proporciones estequiométricas para la produc-
ción de una muestra de un gramo de masa fueron 
0,6828 g de Dy2O3 (Aldrich 99.99%), 0,2420 g 
de Bi2O3 (Aldrich 99.9%) y 0,0752 g de Fe3O4 
(Aldrich 99.9%), los cuales fueron secados a una 
temperatura de 100 oC durante dos horas y luego 
mezclados y molidos en un mortero de ágata du-
rante 3 horas. Posteriormente, la mezcla en polvo 
obtenida se compactó para darle forma de pastilla 
cilíndrica y se sometió a un proceso de calcina-
ción a 750 oC durante 24 horas. Finalmente, la 
sinterización del material se realizó a 775 oC du-
rante 24 horas, con lo cual se obtuvo la perovskita 
doble esperada, conforme se podrá constatar más 
adelante. La caracterización estructural se reali-
zó por medio de la técnica de difracción de rayos 
X en un equipo Panalytical X’PERT PRO, en la 
configuración geométrica Bragg-Brentano, en un 
rango angular 2θ entre 10o y 90o, bajo la inciden-
cia de una radiación de longitud de onda CuKα 
de 1,540598 Å y una condiciones de trabajo de la 
fuente de 45 kV y 40 mA. El análisis de los datos 
experimentales tuvo lugar aplicando refinamiento 
tipo Rietveld con el software X’PERT Highscore, 
con el cual se obtuvieron directamente los pará-
metros estructurales y el grupo espacial corres-
pondiente. Con el objeto de examinar la topogra-
fía superficial de las muestras, se aplicó la técnica 
de microscopía electrónica de barrido (MEB) 
mediante la utilización de un equipo VEGA 3 
TESCAN con una resolución de 3 nm a 30 kV 
en un vacío de 9x10-3 Pa. El análisis semicuanti-
tativo que permitió corroborar la estequiometría 
del material fue efectuado usando la microsonda 
acoplada al microscopio, que permite la obten-
ción de espectros dispersión de rayos X por elec-
trones. Con el propósito de estudiar la respuesta 
magnética, se efectuaron medidas de susceptibili-
dad magnética en un equipo VersaLab Quantum 
Design, siguiendo los procedimientos ZFC (Zero 
Field Cooling) y FC (Field Cooled), en un rango 
de temperaturas entre 50 K y 300 K, así como me-
diciones de magnetización en campos magnéticos 
variables hasta H=3 T. La constante dieléctrica se 
determinó a través de mediciones de la constante 

relativa en función de la frecuencia para lo cual 
se usó un analizador de frecuencias HP8590. La 
caracterización óptica se efectuó por medio de un 
espectrofotómetro de reflectancia difusa Varian 
UV-Vis-NIR fabricado por Agilent Technologies. 
El análisis de los espectros se efectuó mediante 
ajustes siguiendo la teoría de Kubelka-Munk [16].

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN

El patrón de difracción resultante, debidamente 
refinado, para el material Dy2BiFeO6, es 
ejemplificado en la figura 1. En la misma, los 
símbolos representan los datos experimentales, la 
línea roja está asociada al difractograma simulado, 
y la línea azul es la diferencia entre los patrones 
teórico y experimental. En la figura 1 los planos 
de difracción respectivos aparecen marcados 
sobre los picos del patrón. Los parámetros de 
celda obtenidos a partir del refinamiento son 
presentados en la tabla 1, donde a, b, c representan 
los parámetros de red; x, y, z las posiciones 
atómicas de los iones en la celda unitaria;  α, β, 
γ  son los ángulos entre las coordenadas en la 
celda; X2, R(F2); Rp y Rwp son los parámetros de 
confiabilidad, los cuales dan información acerca 
de la calidad del procedimiento de refinamiento. 

Figura 1. Difractograma refinado correspondiente a la pero-
vskita doble Dy2BiFeO6.A partir del análisis se puede asegu-
rar que el compuesto Dy2BiFeO6 cristaliza en una perovskita 
con estructura ortorrómbica y grupo espacial Pnma (#62), 

con parámetros b>a,c, como se observa en la figura 2. 
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Tabla 1. Parámetros estructurales del material obtenido a partir del refinamiento Rietveld de los datos experimentales de di-
fracción de rayos X.

Figura 2. Perspectivas de la estructura a lo 
largo de los ejes cristalográficos a, b y c.

La estructura ortorrómbica correspondiente 
es caracterizada por la notación de Glazer a-b+a- 
[17], para la cual dos ángulos de rotación con 
magnitudes muy similares y direcciones opuestas  
corresponden a un incremento de √2 en el pará-
metro de celda a = c, y doble valor del parámetro 
b al compararla con una perovskita cúbica ideal 
Pmm.  En otras palabras, el sistema de inclinación 
de Glazer sugiere la aparición de un tamaño de 
celda relativo a una celda unitaria de tipo cúbi-
co con parámetro de red ap, de tal manera que 
los parámetros en términos de ap están dados por 
a=c=√2ap y b=2ap. Con el fin de describir ade-
cuadamente la estructura cristalográfica, se usa el 
concepto de las posiciones de Wyckoff, las cuales 
se presentan también en la tabla 2 [18]. 

Tabla 2. Posiciones de Wyckoff y parámetros estructurales del material Dy2BiFeO6.

Las posiciones de Wyckoff determinan los si-
tios de los aniones y los cationes en la celda a 
través de una notación dada por letras que, en 
nuestro caso, son a, c y d, las cuales establecen 
todos los puntos x correspondientes a los grupos 
de simetría del sitio de la celda que son subgru-
pos del grupo Pnma [19]. Estas letras constituyen 

solo un marco de codificación para las posiciones 
de Wyckoff, comenzando con una cierta posición 
y continuando en orden alfabético. El número de 
puntos equivalentes por celda unidad, que acom-
paña a la letra de Wyckoff, se conoce como multi-
plicidad de la posición de Wyckoff [20].
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En esta estructura, ocho átomos de oxígeno se 
sitúan en el plano ac, correspondiente a las po-
siciones de Wyckoff 8d, y otros cuatro átomos 
de oxígeno a lo largo del eje b en las posiciones 
de Wyckoff 4c. Esta división del oxígeno en dos 
diferentes orbitales de Wyckoff constituye una 
evidencia de la aparición de una transición es-
tructural desde una fase cúbica Pmm a una orto-
rrómbica Pnma, ya que en una fase cúbica una 
sola posición de Wyckoff es suficiente para des-
cribir el oxígeno en la estructura. Por otro lado, a 
partir de la notación de Glazer (a-b+a-) es claro 
que se esperan distorsiones octaédricas con incli-
naciones en antifase a lo largo de los ejes a y c, e 
inclinación en fase a lo largo del eje b, donde a y 
b representan las longitudes de la celda pseudocú-
bica de Glazer [17].

Estas distorsiones octaédricas se pueden 
observar en las figuras 2a y 2c. En razón de lo 
anterior, los octaedros no están perfectamente 
alineados a lo largo de los ejes cristalográficos, 
presentando rotaciones e inclinaciones alrededor 
de estos ejes, tal que las distancias de los enlaces 
entre los cationes Bi3+ y Fe3+ y los aniones O2- 
son diferentes a lo largo de los tres sub-ejes de 
cada octaedro. El análisis superficial de las mues-
tras, efectuado a través de micrografías de MEB, 
es mostrado en la figura 3.

Figura 3. Imágenes de miscroscopía electrónica de barrido  
para las muestras de Dy2BiFeO6. 

A partir de las imágenes de la figura 3 se puede 
establecer que las partículas del material poseen 
tamaños variados pero la mayoría de ellas no su-

pera 2 µm. Adicionalmente puede observarse la 
formación de algunos clústers conformados por 
material particulado sub-micrométrico. Esta inho-
mogeneidad granular puede atribuirse a las bajas 
temperaturas de síntesis, las cuales fueron nece-
sarias debido a la presencia del precursor trióxido 
de dibismuto, que posee temperatura de fusión 
muy baja (822 oC) [21]. Un análisis estadístico 
del tamaño de grano mediante el método de los 
interceptos dio como resultado un promedio de 
1,25 µm, conforme se observa en la figura 4.

Figura 4. Determinación del tamaño de grano medio de los 
granos del material Dy2BiFeO6.

El análisis semicuantitativo por medio de espec-
troscopía de dispersión de rayos X por electro-
nes es presentado en la figura 5. En el mismo es 
posible establecer el material no contiene otros 
componentes aparte de los esperados (Dy, Bi, Fe 
y O). A partir del área bajo la curva del espectro 
es posible determinar los porcentajes en peso de 
cada uno de los elementos constitutivos del mate-
rial y compararlo con los porcentajes esperados a 
partir de la estequiometría del material, conforme 
se presenta en la tabla 3. Los resultados revelan 
que el material contiene la composición espera-
da hasta en un 98,1%, lo cual es suficiente para 
concluir que se tiene la perovskita Dy2BiFeO6 en 
fase prácticamente pura, teniendo en cuenta que 
la técnica no es considerada cuantitativa debido a 
su dificultad para resolver los elementos livianos 
como el oxígeno.
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Figura 5. Espectro de dispersión de rayos X por electrones 
para la perovskita doble Dy2BiFeO6.

Tabla 3. Composición en porcentajes de masa teórico y 
experimental para el material Dy2BiFeO6.

Elemento % Teórico % Experimental
Dy 47,39 48,29
Bi 30,47 36,56
Fe 8,14 8,29
O 14,00 6,86

Las curvas de susceptibilidad magnética 
en función de la temperatura son mostradas 
en la figura 6a, en las cuales se aplicaron los 
procedimientos ZFC (enfriando en ausencia 
de campo magnético, aplicando el campo a 
bajas temperaturas y midiendo mientras la 
temperatura aumenta) y FC (midiendo mientras 
se enfría en presencia de campos magnéticos) 
bajo la aplicación de H=500, 2000 y 10000 Oe.  
El comportamiento observado evidencia una 
característica típicamente paramagnética, con 
un decrecimiento abrupto a bajas temperaturas y 
asintótico a altas temperaturas. Las unidades del 
momento magnético en el eje vertical emu tienen 
que ver con el acrónimo de “electromagnetic 
cgs units” y representan la cantidad de espines 
magnéticos orientados por el campo magnético 
aplicado. Esta cantidad es mayor a bajas 
temperaturas debido a que la entropía del 
sistema es menor, facilitando el efecto del campo 
magnético aplicado al sistema, de modo que el 
momento magnético tiende a variar con el inverso 
de la temperatura, conforme lo reportó Pierre 
Curie en 1895. 

Figura 6. a) Comportamiento de la susceptibilidad en función de la temperatura bajo la aplicación de tres diferentes campos 
magnéticos; b) inverso de la susceptibilidad en función de la temperatura que facilita la obtención de la constante de Curie.

Al determinar la susceptibilidad magnética, 
multiplicando el momento magnético por la masa 
de la fórmula en g/mol y dividiendo por la can-
tidad de masa de la muestra en g y por el valor 
de intensidad de campo magnético en Oe, las 
tres curvas escalan en una única curva, confor-

me se esperaría, ya que en este tipo de materiales 
la magnetización y la susceptibilidad varían por 
un factor: el campo magnético aplicado, M=χH. 
De este modo se obtienen las curvas presentadas 
en la figura 6a, en la que la pequeña diferencia 
ocurre entre las curvas ZFC y FC. Este compor-



K.Y. Bustos Garnica et. al.

57

tamiento puede estar asociado a efectos de ani-
sotropía de forma debido al carácter granular 
del material, ya que no todos los granos tienen 
la misma forma, con lo cual puede afectarse el 
acoplamiento magnético entre ellos, haciendo 
que los espines magnéticos respondan de mane-
ra diferente a la aplicación del campo magnético 
aplicado entre los diferentes granos de diversos 
tamaños y formas, resultando en un pequeño au-
mento de la susceptibilidad pero también en un 
efecto de desorden que genera irreversibilidad 
entre los dos procedimientos de medida (ZFC y 
FC). En la figura, las curvas de susceptibilidad 
para los tres campos magnéticos aplicados es 
esencialmente la misma, salvo por una pequeña 
anomalía observable para un valor de temperatura 
de 262,4 K, a partir de la cual las curvas se sepa-
ran ligeramente. Este efecto es más pronunciado 
cuanto menor es el campo magnético aplicado, 
conforme se puede ver en el recuadro de la figura 
6a y puede deberse a la ocurrencia de efectos de 
anisotropía de forma relacionada con el carácter 
granular del material, conforme se evidenció en 
las micrografías anteriormente analizadas. Con el 
fin de establecer el tipo de respuesta magnética y 
teniendo en cuenta la predicción de Pierre Curie 
para materiales paramagnéticos, según la cual χ = 
C/T, donde C=Nµef2/3kB es la constante de Curie, 
siendo N el número de Avogadro, µef el momento 
magnético efectivo del material y kB la constante 
de Boltzmann, se elaboró una gráfica del inverso 
de la susceptibilidad como se muestra en la figu-
ra 6b. En la misma se observa claramente que la 
curva varía con el inverso de la temperatura, con-
forme lo predice la ley de Curie. Sin embargo, la 
extrapolación de la recta en el inverso de la sus-
ceptibilidad no corta el eje de la temperatura en 
el origen, por lo cual se establece que el material 
no se comporta como un paramagneto. Este tipo 
de comportamiento es típico de los materiales 
antiferromagnéticos, con una respuesta dada me-
diante la expresión χ=  C/(T+θ), conocida como 
ley de Curie-Weiss, donde θ=-18,5 K representa 
la temperatura de Weiss, que resulta negativa en 
este tipo de materiales, al contrario de los ferro-
magnéticos. A partir de la pendiente de la recta 
se determina el inverso de la constante de Curie, 

de donde se obtiene C=30,22 µB.K/mol, siendo 
µB el magnetón de Bohr el momento magnético 
esperado para el espín de un único electrón aisla-
do. De aquí se obtiene finalmente que el momento 
magnético efectivo del material es µef =15,7 µB. 
Este valor corresponde a 96,3% del valor teóri-
co esperado para el Dy2BiFeO6, el cual está dado 

por donde se 
consideran proporcionalmente las contribuciones 
de todos los iones presentes en el material.  La 
temperatura de Néel que caracteriza al material 
antiferromagnético, y que juega el mismo papel 
que la temperatura de Curie en el caso ferromag-
nético, debe encontrarse muy próxima y por enci-
ma de T=50 K. Esta conclusión es inferida a partir 
de la pequeña curvatura observada en las curvas 
de susceptibilidad en función de la temperatu-
ra en T=50 K, donde el comportamiento podría 
cambiar y empezar a disminuir con el decreci-
miento de la temperatura, conforme se espera en 
este tipo de ordenamiento magnético. Otro indi-
cio de la proximidad de la temperatura de Néel 
a los 50 K tiene que ver con la ocurrencia de una 
pequeña histéresis en las curvas de magnetización 
en función del campo magnético aplicado, medi-
do a T=50 K, como se observa en la figura 7 y 
en su recuadro. Este comportamiento histerético 
se debe a la presencia de dominios magnéticos 
respondiendo a la orientación e intensidad de un 
campo magnético externo, ya que en el valor de 
la temperatura de Néel el material deja de ser pa-
ramagnético y, en ese punto, puede verse como 
un material ferromagnético, aunque se espera que 
por debajo de este valor de temperatura se formen 
dominios con momentos magnéticos orientados 
antiparalelos a la dirección del campo aplicado, 
anulando cualquier magnetización remanente en 
T=0 K, ya que el material es antiferromagnéti-
co.  A este valor de temperatura se determinó un 
campo coercitivo de 350 Oe y una magnetización 
remanente de 0,013 emu. Por otro lado, conforme 
se observa en la figura 7,  a temperaturas T=200 
K y T=300 K, claramente superiores a la tempe-
ratura de Néel, que es en este caso la temperatura 
de ordenamiento magnético, no se observa curva 
de histéresis debido a que el comportamiento es 
paramagnético puro.
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Figura 7. Curva de histéresis magnética en mediciones de 
magnetización en función del campo magnético aplicado.

La permitividad eléctrica relativa, también lla-
mada constante dieléctrica, es una propiedad de 
los materiales que afecta las interacciones cou-
lombianas entre dos puntos cargados eléctrica-
mente en el material. Aunque hay varias formas 
de definirla, una de las más usuales es la razón 
entre las capacitancias de un material con dieléc-
trico y en el vacío. Como parte de la caracteri-
zación de nuestra perovskita compleja, la cons-
tante dieléctrica ha sido medida en función de la 
frecuencia aplicada en un rango entre 100 Hz y 
40 MHz, conforme se muestra en la figura 8, en 
la cual puede verse que a bajas frecuencias este 
material evidencia una alta constante dieléctrica, 
la cual decae abruptamente entre 100 y 500 Hz, 
permaneciendo en valores muy bajos, próximos 
de cero, para frecuencias mayores y por fuera de 
este régimen.

Figura 8. Constante dieléctrica relativa en función de la fre-
cuencia para la perovskita compleja Dy2BiFeO6.

El valor de la constante dieléctrica obteni-
do a bajas frecuencias y temperatura ambiente 
(ε≈780), resulta bastante mayor que el reportado 
para perovskitas de SrTiO3 (ε≈300) [22] y muy 
cercana al valor del material ferroeléctrico más 
estudiado BaTiO3, que a temperatura ambiente y 
bajas frecuencias presenta una constante dieléc-
trica ε≈700–1000 [23]. Por otro lado, resulta in-
teresante que el valor de la brecha de energía re-
portado para el clásico BaTiO3 es  3,42 eV [24], 
muy próximo al que hemos obtenido experimen-
talmente para nuestra perovskita doble a partir de 
mediciones de Reflectancia Difusa. El alto valor 
de la constante dieléctrica sugiere eventuales 
aplicaciones de nuestro material, en condiciones 
estables de baja frecuencia y temperatura cer-
cana a la temperatura ambiente, en dispositivos 
tales como capacitores cerámicos en multicapas 
(MLCs), termistores que evidencian resistencias 
con coeficiente térmico positivo (PTCR) y dispo-
sitivos microondas [25]. 

Figura 9. Respuesta óptica: a) espectro de reflectancia en función de la longitud de onda y b) en función de la energía.
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La caracterización óptica se efectuó a través 
de la técnica de reflectancia difusa, en la cual se 
obtiene el espectro de porcentaje de reflectancia 
de un sólido en función de la longitud de onda. 
Este espectro es presentado en la figura 9a para la 
perovskita doble Dy2BiFeO6, en la que se obser-
va la ocurrencia de cuatro picos característicos. 
El primero, mostrado en λ=2345 nm, correspon-
de al régimen de bajas energías y está asociado a 
efectos de la técnica al detectar vibraciones de la 
celda completa y no de sus átomos independien-
temente.  Los otros tres picos para las longitudes 
de onda λ1=759 nm, λ2=1161 nm y λ3=1468 nm, 
que equivalen a las energías E1=1,63 eV, E2=1,07 
eV y E3=0,84 eV respectivamente, son producto 
de las excitaciones debidas a vibraciones de los 
enlaces catión-anión dentro de la celda unitaria. 
La figura 9b ilustra la dependencia de la respuesta 
óptica con la energía.

Las bandas observadas en el espectro de re-
flectancia se deben a modos activos de fonones 
perceptibles en el Infrarrojo. Para el grupo espa-
cial Pnma (#62), el grupo puntual de simetría co-
rrespondiente es D2h(mmm), con representaciones 
irreductibles que dependen del número de átomos 
de la celda unidad y de los grados de libertad de 
traslación, rotación y vibración. En nuestro caso, 
se espera una representación irreductible dada 
por una expresión que contiene cinco términos 
correspondientes a vibraciones observables en 
espectroscopía Raman y tres en Infrarrojo así: 

donde los subíndices denotan los diferentes mo-
dos de vibración. En la anterior expresión el su-
períndice R representa modos de vibración debi-
dos a energías absorbidas que coinciden con la 
diferencia energética entre niveles, convirtiendo 
la energía de los fotones que es absorbida, en 
energía fonónica en forma de vibraciones Raman. 
El superíndice IR se refieren a vibraciones de 
dipolos moleculares oscilantes debidos a absor-
ciones por resonancia. En particular, los modos 
B1u, B2u y B3u se relacionan con las posiciones 
estructurales de Wyckoff representados en la ta-
bla 4, donde los números que aparecen bajo los 
modos activos del Infrarrojo corresponden a los 
caracteres asociados a los elementos de simetría 
en la representación irreductible del grupo espa-
cial Pnma. Estos modos activos constituyen mo-
mentos dipolares inducidos debido a vibraciones 

que producen cambios en las posiciones atómicas 
de la celda unidad. En el caso del Dy2BiFeO6, 
los modos vibracionales aparecen como picos de 
absorción en el espectro de reflectancia difusa de 
la  figura 9a y se relacionan con vibraciones en 
los enlaces Dy-O, Bi-O y Fe-O. De lo anterior, 
puede inferirse que el pico de mayor frecuencia 
corresponde al enlace Fe-O, ya que en este la dis-
tancia interatómica es la menor. En este orden de 
ideas, el de menor frecuencia corresponde al en-
lace Dy-O y el de frecuencia intermedia al enlace 
Bi-O. 

Tabla 4. Modos activos del Infrarrojo para las distintas posi-
ciones de Wyckoff.

La figura 10 muestra la representación de 
[ln[(Rmax-Rmin)/(R-Rmin)]]2 en función de la 
energía, que es una corrección al modelo de Ku-
belka-Munk [17] que permite la obtención directa 
de la brecha de energía mediante extrapolación 
hacia el eje de la energía.  

Figura 10. Determinación experimental de la brecha de 
energía.

A partir de este procedimiento se obtuvo un 
valor de brecha de energía de 2,74 eV, que permite 
caracterizar el material como un semiconductor.
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4. CONCLUSIONES

Los resultados del refinamiento de los datos 
experimentales de difracción de rayos X reve-
lan que se ha logrado sintetizar el material Dy-
2BiFeO6 en una fase ortorrómbica perteneciente 
al grupo espacial Pnma. Todos los parámetros 
cristalográficos fueron determinados a partir del 
análisis Rietveld, concluyéndose que la estructura 
presenta evidencias de distorsiones octahédricas 
en fase a lo largo del eje b de la celda cristalina y 
en desfase a lo largo de los ejes a y c. La caracteri-
zación morfológica superficial permitió observar 
la presencia de granos de tamaño inhomogéneo 
cuyo promedio se determinó en 2 µm, con la apa-
rición de granos submicrométricos aglomerados 
en clústers de varios micrómetros de extensión. 
La microsonda de dispersión de rayos X por elec-
trones reveló que en un 98,1% el contenido del 
material corresponde con el esperado a partir de 
la estequiometría esperada.  La caracterización 
magnética del Dy2BiFeO6 permite concluir que 
el material tiene comportamiento paramagnético 
a temperatura ambiente, donde todos los espines 
responden independientemente a la aplicación de 
un campo magnético externo, y presenta una tran-
sición al estado antiferromagnético por debajo de 
la temperatura de Néel, que se presume próxima 
a T=50 K, por debajo de la cual los momentos 
magnéticos adoptan una estructura de dominios 
con interacción de intercambio negativa, es de-
cir, algunos se alinean en dirección del campo 
magnético aplicado y otros en dirección opuesta 
al campo externo. El momento magnético efec-
tivo resulta aproximado al valor esperado en un 
96,3%, considerando una contribución mayorita-
ria de los espines de los electrones desapareados, 
4f del Dy3+ y 3d del Fe3+. Se observó que el ma-
terial presenta una elevada respuesta dieléctrica 
a bajas frecuencias (ε≈780), siendo del orden del 
esperado en materiales ferroeléctricos como el 
BaTiO3, con lo cual podría tener eventuales apli-
caciones en dispositivos basados en microondas. 
Finalmente, la caracterización óptica mostró el 
carácter semiconductor del Dy2BiFeO6, con la 
ocurrencia de una brecha de energía de 2,74 eV. 
Por lo anterior, se puede concluir que la doble pe-
rovskita Dy2BiFeO6 se comporta como un buen 
dieléctrico a temperatura ambiente, donde el ma-
terial es paramagnético, y adopta una naturaleza 
antiferromagnética a temperaturas próximas de 
T=50 K.
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Resumen

Se presenta un sistema conformado por tres ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que per- 
miten estudiar la interacción dinámica entre los recursos renovables, la población y la contaminación am- 
biental de una región. El modelo se obtiene acoplando una ecuación dinámica de contaminación al sistema 
formulado por Simone D’alessandro y se muestra que bajo la bifurcación de Hopf se puede alcanzar el 
desarrollo sostenible bajo la definición dada en el informe de Brundtland 1987. Es decir, cuando se alcanza 
un balance armónico entre las variables de estado del modelo.

Palabras clave: Sistemas dinámicos, dinámica no lineal, bifurcación de Hopf, desarrollo sostenible, huella 
ecológica.

Abstract

This article presents a system of three first-orden ordinary differential equations to study the dynamic in- 
teraction between renewable resources, population and environmental pollution in a region. The model is 
achieved coupling a dynamic equation of contamination to formulated systems by Simone D’alessandro 
and shows that under the Hopf bifurcation can be found conditions to achieve sustainable development 
under the definition given in the report of Brundtland commission 1987. That is, when a harmonic balance 
between the state variables of the model is reached.

Keywords: Dynamical systems, nonlinear dynamics, Hopf bifurcation, sustainable development, ecologi- 
cal footprint.
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1. INTRODUCCIÓN

La idea general de lo que es desarrollo soste-
nible se encuentra consignada en el informe de 
Brundtland de 1987 [1], en el cual se plantea la 
posibilidad de obtener un crecimiento económico 
basado en políticas de sostenibilidad y expansión 
de la base de recursos ambientales y como pro-
pósito tiene analizar, criticar y replantear las po-
líticas de desarrollo económico globalizador. En 
1992 se publica lo que se conoce como Agenda 
XXI, suscrita por 172 países miembros de Na-
ciones Unidas donde se comprometen a aplicar 
políticas ambientales, económicas y sociales en el 
ámbito local encaminadas a lograr un desarrollo 
sostenible, además se establece que cada región o 
cada localidad, por su parte desarrollará su propia 
Agenda Local XXI, en la que deberían participar 
tanto ciudadanos, como empresas y organizacio-
nes sociales, con el objetivo de generar y consen-
suar un programa de políticas sostenibles.

El artículo se compone básicamente en la for-
mulación del modelo y en la aplicación de técni-
cas del análisis no lineal como instrumento para 
medir la sostenibilidad.

2. MODELO

Se presentará un sistema de ecuaciones 
diferenciales ordinarias de primer orden autónomo 
que permita estudiar la interacción dinámica entre 
los recursos renovables, la fuerza laboral y la tasa 
de contaminación.

2.1 Función de producción

Se entiende por función de producción la 
relación que existe entre el producto obtenido 
y la combinación de factores que se utilizan en 
su obtención. En este artículo adoptamos una 
función de producción CES que generalmente se 
expresa como sigue: 

La ecuación (1) representa la producción obte-

nida por dos formas diferentes de producir Zi, que 
por lo general se expresan en términos del acervo 
de capital K, recursos renovables S y la fuerza la-
boral L. ϕ se interpreta como el factor tecnológi-
co, β como el factor de preferencia y ψ como un 
coeficiente de elasticidad, ver [2, 3].

Siguiendo con la misma metodología que en 
[2], tomamos por simplicidad ψ = 1y  adoptamos 
que 

donde YS (primer término) es la producción ob-
tenida por la explotación de recursos renovables y 
YL (segundo término) la producción generada por 
las demás actividades económicas. En este caso el 
parámetro α hace referencia al factor tecnológico 
utilizado para explotar los recursos renovables S, 
λ es un factor de proporcionalidad que indica que 
el resto de las actividades económicas dependen 
exclusivamente del crecimiento de la fuerza labo-
ral L y del coeficiente de elasticidad δ .

2.2 Contaminación 

Suponemos que la contaminación ambiental de 
una región se puede medir con una tasa 0 ≤ C ≤ 
1. Existen actividades económicas que generan 
contaminación, pero el medio ambiente es capaz 
de regenerarse. No obstante existen actividades 
económicas que causan un daño irreversible 
al medio ambiente o en la cual la tasa de 
regeneración es muy lenta. Además, si se tienen 
buenos recursos renovables estos contribuyen 
a que el medio ambiente se regenere. Lo antes 
dicho se puede representar mediante la siguiente 
ecuación dinámica:

donde Ymax es la producción máxima que 
se puede alcanzar, R representa un factor que 
incrementa la contaminación ocasionada por la 
producción y ρc la tasa de regeneración del medio 
ambiente generada por el cuidado de los recursos 
renovables. La expresión (1 − C) es un factor de 
control que permite que C ≤ 1.
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2.3 Demografía de la región

En [2] se propone la ecuación (4) para estudiar la 
dinámica poblacional y básicamente expresa que 
el crecimiento de la fuerza laboral L depende del 
crecimiento de la producción Y y se ve afectada 
por una tasa de mortalidad o migracional µ.

donde G es un tasa que representa el crecimiento 
de la fuerza laboral L a medida que la producción 
lo hace. Ahora, el crecimiento poblacional se ve 
afectado por la contaminación ambiental y por la 
fuerza laboral máxima Lmax que puede soportar 
la región. Por lo tanto, la ecuación (4) puede ser 
complementada como:

2.4 Ecuación dinámica de los recursos 
renovables

Tomando como referencia el modelo formu-
lado en [2] en la cual se plantea una ecuación 
dinámica para los recursos renovables:

donde  es un parámetro de renovación de los re-
cursos renovables,  es la capacidad mínima de 
recursos naturales necesaria para que exista rege-
neración y  es la capacidad de carga máxima de 
recursos renovables que puede soportar la región.

La tasa de crecimiento de los recursos renovables 
también se ve afectada por la contaminación 
ambiental, por lo tanto, para acoplar la ecuación 
dinámica (6) con la contaminación proponemos la 
ecuación (7).

3. SISTEMA ACOPLADO

De lo anterior se tiene un sistema conformado 
por tres ecuaciones diferenciales ordinarias de 
primer orden, que permiten estudiar la interac-
ción dinámica entre la fuerza laboral, los recursos 
renovables y la tasa de contaminación:

Por simplicidad del modelo y de las 
simulaciones suponemos que la variable de 
estado S  [0,1] y en virtud de la ecuación (2) se 
puede estimar el valor de la producción máxima 
como una función de las variables de estado dada 
por la ecuación (9).

El sistema de la ecuación (8) es un siste-
ma autónomo de  la  forma    don-
de  es el vec-
tor de variables de estado y 

   
es el vector de parámetros del sistema, con 

 Claramente  donde
  Lo 

anterior garantiza la existencia y unicidad de so-
luciones ver [4].

Suponemos que los recursos renovables S se mi- 
den como una tasa disponible y que también la 
tasa de contaminación se miden como tasas entre 
[0, 1].

4. MEDICIÓN DEL DESARROLLO 
SOSTENIBLE EN EL SISTEMA

Para que el sistema conformado por (8) alcan-
ce el desarrollo sostenible “desarrollo que satisfa-
ce las necesidades de la generación presente, sin 
comprometer la capacidad de las generaciones 
futuras de satisfacer sus propias necesidades” 
[1], podemos pensar en el comportamiento del 
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sistema en estado estacionario. Es decir, cuando 
dada una condición inicial el sistema alcanza un 
punto de equilibrio estable donde los recursos S, la 
tasa de contaminación C, la población L y los pará-
metros Ω estén dentro de unos rangos permitidos. 
Claramente de esta parte se encargarán las entida-
des gubernamentales.

Para encontrar un punto de equilibrio estable 
(x*, Ω*) es   necesario   resolver   el   sistema F (x*, 
Ω*)= 0 y para i = 1, 2, 3  se debe  tener  que Re(λi) 
< 0, donde λi son los valores propios de la matriz 
jacobiana evaluada en el punto de equilibrio (x* 
Ω*), [5]. Estos puntos pueden ser encontrados em-
pleando el método de Newton Raphson (ver [6]).

Las cuencas de atracción del punto (x*, Ω*) 
juegan un papel importante, pues es el conjunto 
de condiciones iniciales que converge al punto 
de equilibrio [5]. En el caso en que el punto sea 
estable y esté en un rango aceptable que permi-
ta medir sostenibilidad tanto para los valores de 
los parámetros como de las variables de estado, 
entonces la cuenca de atracción del punto de equi-
librio permite obtener un conjunto de condiciones 
iniciales que garantice también sostenibilidad.

A manera de ejemplo, damos una configura-
ción de los parámetros dados en la Tabla 1 y bajo 
la condición inicial dada en la ecuación (10) in-
tegramos el sistema empleando el software Mat-
lab con un integrador ode23tb en un intervalo 
de tiempo [0, 100], donde se alcanza un punto de 
equilibrio dado por la ecuación (11).

Tabla 1. Configuración 1: Valores de los parámetros

Utilizando la ecuación (9) obtenemos el valor 
de Ymax = 30525198371,16166.

Cabe anotar que la fuerza laboral L se puede 
normalizar con el valor Lm para trabajar con una 
tasa entre [0, 1] y así interpretar los resultados 
como un porcentaje de la fuerza laboral. En las 
Figuras 1,2 y 3, el punto azul representa la con-
dición inicial, la línea punteada roja el punto de 
equilibrio.

Figura 1. Fuerza laboral

Figura 2. Tasa de Recursos renovables 



H.A. Granada D. et. al.

67

Figura 3. Tasa de Contaminación

Los valores propios correspondientes al punto de 
equilibrio dado en la ecuación (11) estan dados en 
la ecuación (12), donde se puede apreciar que la 
parte real de todos los valores propios es negati-
va, garantizando así que es un punto de equilibrio 
estable.

 

Otra forma en la que se puede alcanzar un de-
sarrollo sostenible empleando técnicas del análi-
sis no lineal, encontrando órbitas periódicas en el 
estado estacionario. Para ello, es necesario identi-
ficar condiciones sobre los parámetros para tener 
una bifurcación de Hopf.

Consideremos los parámetros dados en la Ta-
bla 2, para estos valores obtenemos un punto de 
equilibrio como se muestra en la ecuación (13), 
el cual es un punto de equilibrio inestable ya que 
existen valores propios con parte real positiva 
como se ve en la ecuación (14). Esto significa que 
cualquier condición inicial lo suficientemente 
cercana al punto de equilibrio hace que la trayec-
toria se aleje de él.

Tabla 2. Configuración 2:Valores de los parámetros

La configuración dada en la Tabla 2 permite 
obtener un punto de equilibrio en el cual la tasa de 
contaminación es menor respecto a la configura-
ción de la Tabla 1. Lo cual desde el punto de vista 
de la definición de desarrollo sostenible es bueno.

4. 1 Continuación Numérica de Equilibrios

Consideramos los mismos valores de los pa-
rámetros de la Tabla 2 a excepción del parámetro 
α que se varía para estudiar el comportamiento 
del punto de equilibrio dado en la ecuación (13) 
bajo la variación de α. La curva de continuación 
de equilibrios (método implementado de [7, 8]) 
que se muestra en las Figuras 4 y 5, muestran dos 
posibles puntos de Hopf que analizaremos con 
más detenimiento en la siguiente sección.

Emplearemos las convenciones de [9] que 
permitirán interpretar el comportamiento de 
los puntos de equilibrio dentro de la curva de 
continuación.

Para puntos de equilibrio hiperbólicos (valores 
propios con parte real no nula) empleamos la si-
guiente notación:

• NE: Todos los valores propios son reales 
negativos.

• FE: Dos valores propios complejos conjugados 
con parte real negativa y el otro valor propio es 
real negativo.

• SN: Tres valores propios reales donde alguno 
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de ellos es positivo y otro negativo.

• SF: Dos valores propios complejos conjugados 
con parte real positiva y el otro valor propio es 
real.

Y para puntos de equilibrio no hiperbólicos 
utilizamos:

• H: Dos valores propios imaginarios puros con-
jugados y un valor propio real.

• Z: Existe un valor propio igual a cero.

Figura 4. Curva de equilibrio bajo la variación de α

Figura 5. Diagrama de Fase de las variables C y S bajo la 
variación del parámetro α

4.2 Bifurcación de Hopf

Definición 1. ([10], p. 80) La bifurcación co-
rrespondiente a la presencia de λ1,2 = ±iw0,w0 
> 0, es llamada una bifurcación de Hopf (o 
Andronov-Hopf).

Definición 2. (Bifurcación de Hopf, [10], p. 67) 
Las condiciones que especifican sistemas gené-
ricos que demuestran esta bifurcación son los 
siguientes:

La primera condición (transversalidad) significa 
que un par de valores propios complejos conju-
gados λ1,2(α) cruzan el eje imaginario con una 
velocidad distinta de cero. La segunda condición 
(no degeneramiento) implica que una cierta com-
binación de coeficientes de Taylor incluyendo los 
coeficientes de tercer orden no se desvanecen. 
Una fórmula explícita para l1(0) se consigue en 
([10], p. 99):

4.3 Prueba Numérica de la existencia de la bi- 
furcación de Hopf

De la curva de continuación numérica (Figu-
ras 4 y 5) se pueden apreciar dos posibles puntos 
de Hopf, pero solo realizaremos la prueba numé-
rica para el punto de bifurcación H dado en la 
ecuación (15).

4.3.1 Valores propios imaginarios puros

La matriz jacobiana evaluada en el punto de equi-
librio de la ecuación (15) tiene como valores pro-
pios los de la ecuación (16).

4.3.2 Condición de transversalidad (H-1)

En la Figura 6 se muestra que para el valor del 
parámetro α* dado en la ecuación (16), la parte real 
del valor propio complejo es igual a cero y ade-
más por ser esta función creciente en una vecindad 
de α* se cumple (H-1).
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Figura 6. Evolución parte real de los valores propios a 
medida  que varía el parámetro α

Figura 7. Evolución parte real de los valores propios a 
medida que varía el parámetro α

En la Figura 7 se observa que la parte imagi-
naria del valor propio λ2 alcanza un máximo local 
en el punto de bifurcación, análogamente la par-
te imaginaria del valor propio λ3 en el punto de 
equilibrio.

4.3.3 Condición de no degeneramiento (H-2)

Empleando la Definición 2 se calculó el primer 
coeficiente de Lyapunov dado en la ecuación (17)

En [10] se caracterizan las bifurcaciones de 
Hopf y por ser el primer coeficiente de Lyapu-
nov se concluye que es una bifurcación de Hopf 
subcrítica, lo que indica que se tiene un ciclo lí-
mite inestable. En términos de sostenibilidad, los 

ciclos límites inestables también pueden indicar 
en cierta forma sostenibilidad, pues para que una 
trayectoría se escape del ciclo límite necesitaría 
mucho tiempo de evolución y más aún cuando el 
coeficiente de Lyapunov es pequeño, otra forma 
de medir sostenibilidad en este caso sería imple-
mentar control sobre los parámetros para que el 
punto de equilibrio inestable dentro del ciclo sea 
estable. En el caso en que el ciclo límite sea es-
table no hay mucho por hacer, ya que las trayec-
torias por dentro del ciclo límite y por fuera de él 
convergen al ciclo marcando claramente sosteni-
bilidad (Caso del otro punto de Hopf).

En la Figura 4 se puede observar un pequeño 
segmento de curva azul antes del punto de Hopf 
y otro segmento de color rojo después del mis-
mo punto, ver ecuación 15. Tomando un punto de 
equilibrio representativo sobre el segmento azul, 
el punto H (punto negro) y otro punto sobre el 
segmento rojo, se muestran en las Figuras 8, 9 y 
10 los diagramas de fase, tomando condiciones 
iniciales (Puntos verdes) cercanas a cada pun-
to respectivamente. Se puede observar que en el 
segmento azul, la trayectoria que parte del punto 
verde converge hacia el punto azul, garantizando 
la estabilidad del punto de equilibrio antes de la 
bifurcación de Hopf. Luego en la Figura 9 se pue-
de ver que la trayectoria que inicia desde el punto 
verde presenta occilaciones cercanas al punto de 
equilibrio H (punto negro). Finalmente, en la Fi-
gura 10, la trayectoria que parte del punto verde 
se aleja del punto de equilibrio rojo, garantizando 
así la inestabilidad del punto de equilibrio.

Figura 8. Diagrama de fase antes del punto H
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después

Figura 9. Diagrama de fase en el punto H

justo

Figura 10. Diagrama de fase después del punto H

Las simulaciones presentadas en las Figuras 
8, 9 y 10 fueron realizadas con el software Matlab 
empleando como integrador el ode23tb con tole-
rancias relativas y absolutas de 1 × 10−6.

5. CONCLUSIONES

Se presenta un modelo conformado por un siste-
ma autónomo de ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden complementando el modelo formula-
do por D‘alessandro, en el cual se acopla con una 
ecuación dinámica de contaminación ambiental, 
que permite estudiar la interacción dinámica en-
tre la fuerza laboral, los recursos renovables y la 
contaminación ambiental para una región. Sin em-
bargo es díficil poder estimar los parámetros a una 
región específica debido a la falta de series esta-
dísticas de contaminación ambiental y del uso de 
recursos renovales.

Las técnicas del análisis no lineal y bifurcacional 
son de gran ayuda para determinar comporta-
mientos no lineales del sistema, estos comporta-
mientos pueden ser empleados para la toma de 
decisiones en los modelos de desarrollo sosteni-
ble. La bifurcación de Hopf super crítica genera 
un ciclo límite estable que puede ser interpretado 

como un esquema sostenible dentro de la defi-
nición del informe de Bruntlandt, la bifurcación 
de Hopf subcrítica nos muestra hasta qué valor 
se puede variar un parámetro en una curva de 
continuación de equilibrios para que el punto de 
equilibrio cambie su estabilidad de estable a ines-
table, lo cual es importante debido a que un punto 
de equilibrio estable dentro de unos parámetros 
permitidos puede determinar un esquema soste-
nible, esto se logra con las cuencas de atracción 
del punto de equilibrio, ya que se garantiza por su 
estabilidad.
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Abstract

Copulas have become a useful tool for modeling data when the dependence among random variables exists 
and the multivariate normality assumption is not fulfilled. The copulas have been applied in several fields. 
In finance, copulas are used in asset modeling and risk management. In biomedical studies, copulas are used 
to model correlated lifetimes and competitive risks [1]. In engineering, copulas are used in multivariate 
process control and hydrological modeling [2]. The interest in modeling multivariate problems involving 
dependent variables is generalized in several areas, making this methodology in a convenient way to model 
the dependence structure of random variables. However, in practice a first step before modeling phenomena 
through copulas is to assess whether there is dependence among the variables involved. In this paper some 
graphical methods to detect dependence are discussed and their performance will be evaluated through a 
simulation study. An application of graphical methods presented to insurance data is illustrated.

Keywords: Copula, graphics, dependence.

Resumen

Las cópulas se han convertido en una herramienta útil para modelar datos cuando existe una dependencia 
entre las variables aleatorias y el supuesto de normalidad no se cumple. Las cópulas se han aplicado en 
diversos campos, tales como finanzas, estudios biomédicos y en ingeniería. El interés en modelar proble-
mas multivariados que involucran variables dependientes se generaliza en diversas áreas, haciendo de esta 
metodología una forma conveniente para modelar la estructura de dependencia entre las variables aleato-
rias. Sin embargo, en la práctica un primer paso antes de empezar a modelar fenómenos mediante cópulas 
es evaluar si existe dependencia entre las variables involucradas y en qué grado. En este artículo algunos 
métodos gráficos para detectar dependencia son discutidos y el desempeño de los mismos se evaluará a 
través de un estudio de simulación. Se ilustran los métodos gráficos presentados mediante una aplicación 
a datos de seguros.

Palabras clave: Cópula, gráficos, dependencia.
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1. INTRODUCTION

In probability theory the functions called co-
pulas can to represent distribution functions  and  
they are a convenient way to model the dependen-
ce structure of random variables [1]. This concept 
allows  building  models  beyond the standards 
in the analysis of dependence among variables, 
further, allows to capture non-linear dependence 
relationships and only need to specify the copula 
and marginal function associated with the ran-
dom variables involved [3].

Before starting to fit models to a set of random 
variables, an analysis of the type and degree of 
dependence among them should be realized. In 
statistics, descriptive and graphical analysis plays 
an important role because it is the basis for reali-
ze and propose more complex models.

To study the dependence among variables 
some graphical methods like the -plot and the 
K-plot (Kendall plot) have been developed. The 
former was initially proposed by [4] and the latter 
was proposed by [5]. Some applications of these 
methods can be found in [6] where the relations-
hip between oil price variation and stock indices 
is measured, in [7] where the relationship be-
tween storm characteristics are analyzed, and in 
[8] where the dependence between the infiltration 
index and the maximum rainfall intensity in an 
hydrological application.

In this paper both graphical methods are 
analyzed and compared through a simulation 
study  with  the traditional scatter plot. In parti-
cular we study the effect of some factors that can 
affect the performance of the dependence graphs.

This paper is organized as follows. Section 2 
in- troduces the concept of copulas and the pa-
rameter of dependence used in this work, the 
Kendall’s t, its most relevant properties and its 
form according to the copula used. Section 3 pre-
sents the definitions of the graphical methods to 
detect dependence explored in this paper, -plot 
and K-plot. In section  4, a simulation studio to 
assess the behavior of methods to detect depen-
dence in comparison with the scatter plot is per-
formed. Section 5 presents an application of both 
methods to real data. Finally, section 6 concludes 
this paper.

2. COPULAS

Suppose that Cα is a distribution function with 
density cα over [0, 1]2 for . Denote (T1, T2) 
the failure times, and denote (S1, S2), ( f1, f2) the 
corresponding marginal survival and density 
functions. If (T1, T2) comes from a copula Cα, for 
any , the joint survival and density func-
tions of (T1, T2) are given by

where α represents the dependency parameter 
bet- ween T1 and T2. 

We introduce the Archimedean family of 
copulas, because is the most used copula fam-
ily. A bivariate distribution belonging to the 
family of Archimedean copula models has the 
representation(2)

where  is a convex and decreasing func-
tion such that  , f (1)= 0. The  
function is named generator of the Cα copula 
and the inverse of the generator, , is the La-
place transform of a latent variable denoted as 
, which induces the dependency α. Thus, the se-
lection of a generator results in several families 
of copulas. In table 1, we show the forms for bi-
variate survival functions in three Archimedean 
copula families. Additionally, in table 2, we show 
the generators and the Laplace transform for 
the considered families.

 

Table 1. Common Archimedean copulas.
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Table 2. Generators and their Laplace Transforms.

In this work several copulas of the archimedian 
class are used. This class groups a large number 
of copula families with simple analytical proper-
ties [9]. Archimedian copulas also can describe a 
great diversity of dependency structures [10]. In 
addition, Gaussian copula is included as an alter-
native frequently used in literature. The Gaussian 
copula is a one-parameter family for pairs of ran-
dom variables (u; v). It takes the form [11]:

where  is the correlation coefficient ,  
 is the bivariate normal distribu-

tion function and    is the univariate normal 
distribution function.

2.1. Kendall’s 

The Kendall’s  is perhaps the best alternative  
to use instead of linear correlation coefficient as 
a measure of dependence for variables that do not 
belong to the elliptical family [12].

Let (X1,Y1) and (X2,Y2) be a bivariate random 
sample of a joint and continuous distribution 
function H(X,Y ). Then Kendall’s  is defined as 
the probability of concordance less the probabili-
ty of discordance [3]:  

Theorem 2.1. [13] Property of invariance of 
Kendall’s . Let (X1,Y1) y (X2,Y2) be a bivariate 
random sample of a joint and continuous 
distribution function, H(X,Y), let g and h two 
increasing functions, then  [g(X),h(Y)] = (X,Y). 
In [13] can be seen the proof of this theorem.

As Kendall’s  is invariant to strictly increas-
ing transformations, the following theorem pro-
vides an expression of this parameter in terms of 
copulas.

Theorem 2.2. [14] Let X, Y continuous ran-
dom variables whose copula is C. Then Kend-
all’s   for X and Y ,  (X,Y ) is given by:

3. GRAPHICAL METHODS FOR 
DETECTING DEPENDENCE

In this section both graphical methods that 
will be seen throughout this work are defined.

3.1. -plot

The -plot was originally proposed by [4]. Its 
construction is based on the -square statistic for 
independence.

Let (X1,Y1) ,..., (Xn,Yn) be a bivariate random 
sample of a joint and continuous distribution 
function, H (X,Y ), and let I (A) be the indicator 
function of the event A. For each observation (xi, 
yi) the following procedure is performed: [15]

None of these quantities exclusively depend 
of the observations ranks. [4] proposed to plot the 
pairs , where:

and  for 

 is a measure of distance from the observa-
tion (Xi,Yi) to data center [15].
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All values of  must be in the interval [−1;1]
[14]. The -plot is a scatter-plot of the pairs , 
i = 1,...,n. If the data constitute a bivariate sample 
with independent continuous marginals, the val-
ues of  will be evenly distributed. However, if 
X and Y are associated, the values of  will tend 
to form groups, in particular, positive values of 
 indicate that Xi and Yi are relatively larger 

or smaller (at the same time) than the median, 
while negative values  of   correspond  to  Xi 
and  Yi located  on opposite sides with respect to 
their median [15].

The horizontal lines on the graph are given 
by  and  where  cp is  
selected so that approximately 100p % of the 
pairs  are  between  the  two  horizontal  
lines.  For p = 0.90, 0.95, 0.99 the values of cp 
are 1.54, 1.78 y 2.18, respectively [4]. Using the 
Monte Carlo method you can calculate other cp 
values. It is recommended to draw only those 
pairs such that  in order to 
avoid misleading observations [14].

3.2 K-plot

The K-plot (Kendall-plot) was created by [5]. 
This tool is based on the ranks of observations 
using the integral transformation of multivariate 
probabilities, producing a similar graph to 
conventional Q-Q plot [15].

Let (X1,Y1),..., (Xn,Yn) be a random sample of a 
joint and continuous distribution function, H (X,Y ). 
To build the K-plot we proceed as follows:

1. For each 1  i  n compute Hi (as in the 
- plot).

2. Sort the Hi values such that H(1) · · ·  H(n).

3. Plot the pairs (Wi:n , H(i)), where Wi:n is the 
expectation of the ith order statistic in a sample of 
size n, which is calculated as follows:

with

When the scatter plot of H(i) against Wi:n mo- 
ves away from the diagonal, then there is an in-
dication of a functional dependence between the 
two variables involved.

4. SIMULATION STUDY

In this section we present a simulation study to 
evaluate the development of the proposed graph-
ical methods. In particular, we want to study the 
effect of some factors that can affect the perfor-
mance of the dependence graphs such as: depen-
dence level, sample size and the chosen copula 
to construct the bivariate function. In addition, 
we show the implementation of -plot and K-plot 
through the package CDVine of R [16].

The scope of the study is intended to cover 
several scenarios, where the scatter plot is com-
pared with the -plot and K-plot, for which the 
sample size in 20, 50, 100 and 200 is varied, and 
the dependence parameter values (  Kendall) of 
0.3, 0.5 and 0.8 were considered. In addition, for 
the data generation Clayton, Frank, Gaussian, 
Gumbel and Joe copulas were used.

In total 60 simulation scenarios were obtained, 
which are summarized in the following table:

Table 3. Simulation Scenarios

Copula n Copula n
Clayton 0.3 20 Clayton 0.3 50
Clayton 0.5 20 Clayton 0.5 50
Clayton 0.8 20 Clayton 0.8 50
Frank 0.3 20 Frank 0.3 50
Frank 0.5 20 Frank 0.5 50
Frank 0.8 20 Frank 0.8 50
Gaussian 0.3 20 Gaussian 0.3 50
Gaussian 0.5 20 Gaussian 0.5 50
Gaussian 0.8 20 Gaussian 0.8 50
Gumbel 0.3 20 Gumbel 0.3 50
Gumbel 0.5 20 Gumbel 0.5 50
Gumbel 0.8 20 Gumbel 0.8 50
Joe 0.3 20 Joe 0.3 50
Joe 0.5 20 Joe 0.5 50
Joe 0.8 20 Joe 0.8 50
Clayton 0.3 100 Clayton 0.3 200
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Copula n Copula n
Clayton 0.5 100 Clayton 0.5 200
Clayton 0.8 100 Clayton 0.8 200
Frank 0.3 100 Frank 0.3 200
Frank 0.5 100 Frank 0.5 200
Frank 0.8 100 Frank 0.8 200
Gaussian 0.3 100 Gaussian 0.3 200
Gaussian 0.5 100 Gaussian 0.5 200
Gaussian 0.8 100 Gaussian 0.8 200
Gumbel 0.3 100 Gumbel 0.3 200
Gumbel 0.5 100 Gumbel 0.5 200
Gumbel 0.8 100 Gumbel 0.8 200
Joe 0.3 100 Joe 0.3 200
Joe 0.5 100 Joe 0.5 200
Joe 0.8 100 Joe 0.8 200

4.1 Analysis of Results

In the following section the results of the simu- 
lation study are presented. The main objective is 
to evaluate the performance of graphics to detect 
dependence under the scenarios described in the 
previous section.

4.1.1 Sample size n = 20

Figures 1 to 5 show the graphics performance 
when the sample size is n = 20 and varying the 
parameter dependence , under the considered 
copula families. 

In figures 1 to 5 with n = 20, the behavior of 
graphics to detect dependence is similar in all 
simulated copulas. When  = 0.3, the -plot and 
K-plot provide similar results to the traditionally 
used graph: the scatter plot. In this case the three 
graphics fail to detect dependencies between 
variables. When the dependence parameter  in-
creases to values of 0.5 and 0.8, again the three 
graphs behave similarly, all fail to detect such 
dependence between variables for all simulated 
copulas. In the case of the -plot with  = 0.5 and 
 = 0.8, most points fall outside the bands in all 

simulated copulas, indicating a clear dependence 
between variables. In the case of the graph K-plot, 
for  = 0.5 and  = 0.8 the points consistent-
ly fall away from the diagonal, which indicates 
dependence.

Figure 1. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 20 using the Clayton 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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Figure 2. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 20 using the Frank Copula 
with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)

Figure 3. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 20 using the Gaussian 
Copula with  =0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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Figure 4. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 20 using the Gumbel 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom) 

Figure 5. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 20 using the Joe Copula 
with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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4.1.2 Sample size n = 50

Figures 6 to 10 show the graphics performance 
when the sample size is n = 50 and varying the 
parameter dependence , under the considered 
copula families. 

In figures 6 to 10 with n = 50, -plot and 
K-plot provide slightly different results when  = 
0.3 compared to the previous case with n = 20. 
In this case, with the Clayton, Frank, Gumbel and 
Joe copulas in -plot about half of the points are 
outside the bands and around the half of the data 
is within the bands which indicate a low depen-
dence between the random variables. The K-plot 
for Clayton and Gaussian copulas does not detect 
dependence between the variables because the 
points are very close to the diagonal. In the case 

of the Frank, Gumbel and Joe copulas is observed 
that at the beginning, the points are near the diag-
onal but the rest of points are consistently going 
away which it would be a sign of low dependence 
between the variables. With  = 0.3 scatter plot 
does not detect dependence between the vari-
ables in any of the cases. When the parameter 
of dependence  increases to values of 0.5 and 
0.8 the three graphs behave similarly, all fail to 
detect such dependence between variables for all 
simulated copulas. Notice that in the -plot with

 = 0.5 and  = 0.8 most points fall outside the 
bands in all simulated copulas, which indicates a 
clear dependence between the variables, while in 
the K-plot with  = 0.5 and  = 0.8 the points 
consistently fall away from the diagonal, which 
indicates dependence.

Figure 6. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 50 using the Clayton 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5  (medium) and  = 0.8 (bottom)
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Figure 7. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 50 using the Frank Copula 
with  = 0.3 (top), = 0.5  (medium) and  = 0.8 (bottom)

Figure 8. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 50 using the Gaussian 
Copula with = 0.3 (top), = 0.5 (medium) and = 0.8 (bottom)
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Figure 9. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 50 using the Gumbel 
Copula with = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and = 0.8 (bottom)

Figure 10. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 50 using the Joe Copula 
with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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4.1.3 Sample size n = 100

Figures 11 to 15 show the graphics perfor-
mance when the sample size is n = 100 and vary-
ing the parameter dependence , under the con-
sidered copula families.

The case with n = 100 is presented in figures 
11 to 15. In the -plot with  = 0.3, for all simu-
lated copulas, about half of the points remain out-
side the bands and about half of the data is within 
the bands, which indicates a low dependence be-
tween the random variables. The K-plot for Clay-
ton copula does not detect dependence between 
the variables because the points are very close to 
the diagonal. In the Frank, Gumbel, Gaussian and 

Joe copulas is observed that at the beginning, the 
points are near the diagonal but the rest of points 
are consistently going away which it would be a 
sign of a low dependence between the variables. 
With  = 0.3 the scatter plot does not detect de-
pendence between the variables in any of the cas-
es. When the parameter of dependence increases 
to values of 0.5 and 0.8 the three graphs behave 
similarly and all of them fail to detect such depen-
dence between the variables for all simulated cop-
ulas. In the case of the -plot with  = 0.5 and  
= 0.8 most points fall outside the bands in all sim-
ulated copulas, which indicates a clear dependence 
between the variables. In the case of K-plot with  

 = 0.5 and  = 0.8 the points consistently fall away 
from the diagonal, which indicates dependence.

Figure 11. Scatter-plot (left), -plot (center) and K- plot (right) for n = 100 using the Clayton 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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Figure 12. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 100 using the Frank Copula 
with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)

Figure 13. Scatter-plot (left), -plot (center) and K- plot (right) for n = 100 using the Gaussian 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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Figure 14. Scatter-plot (left), -plot (center) and K- plot (right) for n = 100 using the Gumbel 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)

Figure 15. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 100 using the Joe Copula 
with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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4.1.4. Sample size n = 200

Figures 16 to 20 show the graphics perfor-
mance when the sample size is n = 100 and vary-
ing the parameter dependence , under the con-
sidered copula families.

Figures 16 to 20 show the case of n = 200, in 
Joe copula the -plot with  = 0.3 about half of 
the points are outside bands and about half of the 
data is within the bands, which indicates a low 
dependence between the random variables. With 
the Clayton, Frank, Gumbel and Gaussian copu-
las -plot detects dependence between the vari-
ables since most points fall outside the bands. The 
K-plot with all simulated copulas is observed that 
at the beginning, the points are near the diagonal 

but the rest of points are consistently going away, 
which it would be a sign of a low dependence 
between the variables. With  = 0.3 scatter plot 
does not detect dependence between the variables 
in any of the cases, which makes the -plot and 
K-plot good alternatives for detecting dependen- 
ce when n is large even when the dependence 
is low. When the parameter of dependence  in-
creases to values of 0.5 and 0.8 the three graphs 
behave similarly and all fail to detect such depen-
dence between the variables for all simulated cop-
ulas. In the case of -plot with  = 0.5 and  = 0.8 
most points fall outside the bands in all simulated 
copulas, which in- dicates a clear dependence be-
tween the variables. In the case of K-plot for  = 
0.5 and  = 0.8 points are consistently away from 
the diagonal, which indicates dependence.

Figure 16. Scatter-plot (left), -plot (center) and K- plot (right) for n = 200 using the Clayton 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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Figure 17. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 200 using the Frank Copula 
with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)

Figure 18. Scatter-plot (left), -plot (center) and K- plot (right) for n = 200 using the Gaussian 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)
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Figure 19. Scatter-plot (left), -plot (center) and K- plot (right) for n = 200 using the Gumbel 
Copula with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom)

Figure 20. Scatter-plot (left), -plot (center) and K-plot (right) for n = 200 using the Joe Copula 
with  = 0.3 (top),  = 0.5 (medium) and  = 0.8 (bottom) 
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5. APPLICATION TO REAL DATA

In this section, we present an application of 
graphical methods to detect dependence previ-
ously shown to insurance data [17], comparing 
the results obtained with the traditional scatter 
plot. A random sam Application to real data

Figure 21. Scatter-plot (top), -plot (medium) and K- plot 
(bottom) using financial data.

In this section, we present an application of 
graphical methods to detect dependence previ-
ously shown to insurance data [17], comparing 
the results obtained with the traditional scatter 
plot. A random sam ple of size 100 of the data 
was used, consisting of payments and expenses 
of claims (in millions of pesos) in property insur-
ance policies [17]. The results are shown below:

In figure 5 it can be observed that the Chip-
lot and the K-plot are able to detect dependence 
between the two variables used (payments and 
expenses of claims), in particular, the Chi-plot 
shows a clear dependence, since most of the ob-
servations are outside of the bands. In addition it 
can be affirmed that the parameter of dependence 
is high, due to the form of the graphs obtained. In 
this case the scatter plot is not as clear and precise 
as the proposed methods.

6. CONCLUSIONS

Graphical methods for detecting dependency 
studied in this work provide a useful alternative 
tool to scatter plot traditionally used, since they 
are simple to interpretate and clearly show if there 
is dependence between the variables studied.

In simulated scenarios with a small sample 
size (n = 20) the -plot and the K-plot achieve the 
same results as the scatter plot, that is, when the 
parameter of dependence is low the three meth-
ods fail to detect dependence, while under mod-
erate or high dependence the three methods can 
detect such dependences.

In the simulated scenarios with sample sizes 
moderate to large (n ≥ 50) and under low depen-
dence, the -plot and the K-plot detect such de-
pendence in at least some of the studied copulas 
families while the scatter plot does not in any of 
the cases. On the other hand when the parameter 
of dependence is moderate to high the three meth-
ods can detect such dependences. 

In general, the Chi-Plot and K-Plot graphs 
have the advantage that by increasing the sample 
size, their performance improves and they manage 
to detect dependence even when the dependency 
parameter is  = 0.3, a result that is not achieved 
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with the scatter plot, since it can not detect de-
pendence when the dependency parameter is low 
even if the sample size is large. Additionally, the 
archimedian copulas have a better behavior than 
the Gaussian copula to detect dependence when 
the sample sizes are small.

In the application to real data presented in sec-
tion 5, it can be observed that the -Plot and the 
K-plot have a better performance than the scatter 
plot, since they could detect the dependence be-
tween the variables, which was not clear in the 
scatter plot analysis.
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Resumen

En ocasiones, durante el monitoreo de procesos no es posible realizar mediciones exactas sobre las 
unidades observadas, por lo que se deberá trabajar con observaciones censuradas y, debido a esto, no 
sería apropiada una aplicación directa de las cartas de control tipo Shewhart tradicionales. Teniendo en 
cuenta esta situación, se debe recurrir a cartas de control que consideren el tipo de censura presente y 
una distribución adecuada para los datos. Para el caso de monitoreo sobre datos con censura a interva-
lo, bajo un esquema de inspección donde las unidades buenas son las que quedan censuradas y por ende 
se presenta alta censura en estado estable del proceso, se proponen tres cartas de control para , donde 
en cada una se imputa la censura de manera diferente, asumiendo distribución normal para la variable 
cuya media se controla, y censura tipo I. En la primera carta, cada observación censurada se reemplaza 
por el valor esperado condicional (CEV), en la segunda, se remplaza por el valor del límite superior 
de censura, y en la tercera, se remplaza por un valor aleatorio de una uniforme dentro del intervalo de 
censura. Mediante simulación se estudia la potencia en la detección de desviaciones de la media para 
las cartas propuestas y se compara con la carta Shewhart tradicional que ignora la censura.

Palabras clave: Cartas de control, censura, monitoreo de procesos.

Abstract

Occasionally, during the statistical process monitoring it is not possible to make measurements with 
precision on the observed units; therefore, it should be necessary to work with censored observations. 
Consequently, a direct application of the traditional Shewhart control charts would not be appropriate. 
Under these circumstances, it should be implemented control charts that include both the censoring 
involved and a suitable distribution for the resulting data. Under an inspection scheme, where no de-
fective units are censored and a high censoring is presented on the stable state of the process, three 
control charts for   are proposed, in the case of monitoring interval-censored data. Each of them has a 
different way to impute the censored data. In the first one, each censored observation is replaced by its 
conditional expected value (CEV); in the second one, the censored data is replaced by the upper limit 
of the interval which the censored data belongs to, and in the third one, it is replaced by a random value 
of a uniform distribution within the censoring interval, considering a typical distribution and censo-
ring type I. The power for detecting deviations from the mean for the proposed charts is compared by 
means of simulation with the Shewhart chart that ignores censoring.

Keywords: Censoring, control charts, monitoring process.
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1.  INTRODUCCIÓN

En ciertos casos el monitoreo de procesos tra-
baja con datos censurados, situación en la cual no 
se conoce el valor exacto de una característica de 
calidad monitoreada, básicamente debido a que 
durante el estudio, por posibles limitaciones de 
tiempo, costos, o en la precisión del instrumento 
de medición, no se logra conocer el valor exacto 
de la característica de calidad y la única informa-
ción que se obtiene es que esta se encuentra den-
tro de algún intervalo. En la literatura del control 
estadístico de procesos se ha abordado la censura 
por diferentes autores. Por ejemplo [1] estudian el 
caso de censura a derecha durante el monitoreo 
de procesos, centrándose en censura a derecha 
tipo I, con una proporción de censura mayor al 
50 %, y proponen una carta de control  basada 
en el valor esperado condicional (CEV), conside-
rando una distribución normal para la variable de 
interés bajo control. Así mismo [2] proponen una 
carta  CEV con censura a derecha considerando 
una distribución Weibull para los datos. [3]plan-
tean el caso de censura tipo II y construyen una 
carta con el fin de monitorear el parámetro de for-
ma en la distribución Weibull. [4] desarollan una 
carta CUSUM basada en la razón de verosimili-
tud para el monitoreo de los parámetros de escala 
y de forma de la distribución Log-logística con 
censura a derecha. [5] exponen el uso del CEV 
convergente para imputar la censura, centrándo-
se en caso de censura a derecha con distribución 
Weibull. [6] contruyen una carta para monitorear 
la media del proceso considerando censura a de-
recha y una distribución Rayleigh. Los trabajos 
antes mencionados, en relación al monitoreo de 
media del proceso, mejoran el rendimiento de la 
carta tipo Shewhart tradicional con censura alta 
(mayor al 90 %), bajo la distribución dada, pues 
estas cartas mostraron ser más potentes en la de-
tección de desviaciones de la media del proceso 
que la tradicional.

[1] exponen una situación en la cual son usa-
das barras mecanizadas como galgas, con un 
diámetro determinado por los límites de especifi-
caciones de producto, para controlar el diámetro 
de ciertas arandelas involucradas en la produc-
ción de toma - corrientes. Si la barra con mayor 
diámetro entra en el orificio de las arandelas, 
entonces se ha excedido el límite de especifica-
ción superior, y si la barra más pequeña no entra 

en el orificio, el diámetro de esta es menor que 
la especificación inferior. Para las unidades que 
no están dentro de especificaciones se les mide 
el diámetro, en tanto, que las unidades dentro de 
especificaciones quedan censuradas en el inter-
valo definido por los límites de especificación. 
Este tipo de censura es conocida como censura 
tipo I a intervalo. El interés del presente artículo 
es proponer una metodología para la construc-
ción de una carta de control tipo Shewhart que 
permita monitorear la media del proceso cuando 
se tiene censura tipo I a intervalo y la variable a 
monitorear es ; también se estudia 
la potencia de las cartas propuestas en la detec-
ción de desviaciones en la media de X, en la fase 
II de control, en comparación con la carta tipo 
Shewhart tradicional, con el fin de determinar si 
las mejoras halladas por otros autores en el tema 
de la censura en control estadístico de procesos 
con datos censurados, se mantienen para el caso 
de censura a intervalo. Cabe notar que bajo el es-
quema de monitoreo planteado, las unidades bue-
nas son las que quedan censuradas y por tanto se 
espera una alta censura en estado estable, pues 
de lo contrario el proceso no estaría en control y 
no sería un proceso capaz ni se podría seguir el 
esquema de monitoreo descrito. También se pre-
tende determinar, cuál mecanismo de imputación 
puede ser más apropiado, entre aquel basado en 
el valor esperado condicional (CEV), usando el 
límite superior del intervalo de censura, o bien, 
usando un valor aleatorio de una uniforme en el 
intervalo [a, b] de especificación.

En la sección 2 se presentarán las tres cartas 
propuestas que permiten abordar la problemática 
de la censura. En la sección 3 se estudia la poten-
cia de cada una en la detección de cambios en la 
media del proceso en comparación con la carta 
tipo Shewhart. Finalmente se presenta un caso 
simulado donde se puede evidenciar la eficacia 
de las cartas y finalmente concluir sobre la mejor 
metodología a seguir.

2. CARTAS  EN DATOS CON CENSURA 
A INTERVALO

En esta sección se procede a desarrollar tres 
cartas de control  para tratar la falta de infor-
mación resultante por la censura a intervalo, la 
cual se presenta cuando una observación sobre 
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un característica de calidad X , queda dentro del 
intervalo de censura [a, b], siendo a y b los lími-
tes de especificación para esta característica y por 
tanto, no es observada su medida exacta, solo se 
sabe que está dentro de dicho intervalo. La idea 
de las cartas consiste en reemplazar cada obser-
vación censurada por un valor cercano al verda-
dero que tomaría la variable si hubiese sido ob-
servada. Para ello, se estudian tres mecanismos 
de imputación, a saber: la imputación mediante 
el valor esperado condicional (CEV), imputando 
la observación censurada con el límite superior 
del intervalo de censura y por último se usará el 
método mencionado por [7] donde se propone re-
emplazar la observación censurada con el valor 
de una uniforme dentro del intervalo de censura.

La finalidad de las cartas de control  pro-
puestas es monitorear y detectar cambios en la 
media del proceso cuando se presenta censura 
tipo I a intervalo en las observaciones, las cuales 
tendrán tanto límite inferior como límite superior 
de control. Para hallar los límites de control en 
las tres cartas se considera un proceso bajo con-
trol y que la variable aleatoria X, que representa la 
característica de calidad a monitorear, tiene una 
distribución N(µ ,σ2). En todos los casos, los lími-
tes serán inicialmente calculados de forma están-
dar considerando que X ~ N(0,1) con una cantidad 
de subgrupos m = 10000, tamaños de subgrupo n 
= 3,5,10,20 y diferentes proporciones de censura 
p entre 0 y 1. Los límites de control requeridos 
en las cartas propuestas para una distribución 
N(µ,σ2) pueden ser obtenidos como [1]:

Donde µ y σ son los parámetros del proceso 
bajo control y el UCL y LCL son los límites su-
perior e inferior de control estándar obtenidos 
mediante simulación bajo una N(0,1). Los límites 
estándar dependerán de la carta implementada.

2.1 Carta de Control CEV-  con censura a 
Intervalo

Considerando el procedimiento desarrollado por 
[1] se procede a implementar una carta similar 
para el caso de censura a intervalo. La idea es re-

emplazar cada valor censurado en la muestra por 
el valor esperado condicional (CEV), para ello se 
define un intervalo de censura [a, b] y de acuerdo 
a esto obtiene el CEV como:

Donde Za = (a − µ)/σ y Zb = (b − µ)/σ . Luego,

se define la variable W como:

Los límites de control para la carta son pro-
babilísticos y calculados mediante simulación, 
considerando una probabilidad de falsa alarma 
de 0.0027. El límite superior es hallado como 
el cuantil 0.99865 y el inferior como el cuantil 
0.00135 de la distribución de las medias muestra-
les ( n), para un n dado, basado en 10000 simu-
laciones. De modo que:

Dichos límites dependen de la proporción de 
censura p y del tamaño de subgrupo racional n 
usado en el monitoreo del proceso. Los límites de 
control estándar para la carta CEV- se presentan 
en el Figura 1 luego de aplicar un suavizamiento 
spline, en la cual se logra observar que dichos lí-
mites son simétricos y se vuelven más estrechos 
a medida que el tamaño de subgrupo n aumenta.

2.2 Carta de control − b con censura a 
Intervalo

El procedimiento para construir la carta − b 
es similar a la carta CEV , solo cambia el mé-
todo de imputación, donde cada dato censurado 
será reemplazado por el límite superior de censu-
ra, construyendo así la variable W (ver ecuación 
6). Este método de imputación ha sido más po-
pular en confiabilidad y análisis de superviven-
cia, donde los datos son tratados como si fueran 
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censurados a derecha debido a la disponibilidad 
de métodos para la inferencia con este tipo de 
censura. Es posible imputar con el punto medio 
del intervalo de censura, pero como se estudia en 
[8] dicho método puede llevar a estimaciones más 
sesgadas al implementar métodos no paramétri-
cos y al trabajar bajo una distribución diferente 
a la normal. Los límites estándar para la carta 
- b también son probabilísticos y son obtenidos 
de manera similar como se expone en  las  ecua-
ciones  (4)  y  (5)  para  los  ( n) en  este caso. 
Dichos límites se pueden ver en la figura 2 luego 
de aplicar un suavizamiento spline, bajo los mis-
mos niveles de censura y tamaños de subgrupo. 
En la Figura 2 se aprecia que los límites dejan de 
ser simétricos cuando la proporción de censura 
es mayor a 0.2 

2.3 Carta de control −U con censura a 
Intervalo

La metodología de la carta −U consiste en 
imputar cada observación censurada por un va-
lor aleatorio de una uniforme dentro del interva-
lo de censura [a, b], construyendo la variable W 
(ecuación 7). En este caso, los límites estándar 
para la carta también son obtenidos mediante las 
ecuaciones (4) y (5) para la variable resultante al 
aplicar el método de imputación de esta carta, los 
cuales son también probabilísticos. En la Figura 
3 se tienen los límites de control estándar obte-
nidos por simulación para la carta −U, luego 
de aplicar un suavizamiento spline. En dicha fi-
gura se logra observar que estos son simétricos 
y constantes  hasta  una proporción de censura 
aproximada de 0.8, después de la cual se vuelven 
más amplios para todos los tamaños de muestra 
considerados.

Recapitulando, la construcción de las car-
tas propuestas para censura tipo I a intervalo 
implican los siguientes pasos, asumiendo µ y σ 
conocidos:

• Hallar el UCL y LCL mediante las Figuras 1, 2 
ó 3 dependiendo de la carta a construir, del ta-
maño del subgrupo n y proporción de censura p.

• Sea Xi j la i-ésima observación en el j-ésimo 
subgrupo racional con i = 1, 2, ..., n y j = 1,- 2, 
..., m. Para cada Xi j censurada en el intervalo 
[a, b] se toma como observación el valor de wi j 
 según el método de imputación definido por la 
carta (ver ecuaciones 3, 6 y 7).

• Finalmente,   calcularlo  (pro-
medio de subgrupos) y graficar contra límites 
calculados. Si hay puntos por fuera de límites se 
estudian las causas asignables que lo generen, 
permitiendo así mejorar la calidad del proceso.

Figura 1. Límites de control estándar para la Carta CEV-

Figura 2. Límites de control estándar para la Carta -b.
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Figura 3. Límites de control estándar para la Carta -U.

2.4 Potencia comparativa de las cartas  pro- 
puestas y la carta tipo Shewhart

En la práctica, la carta  tipo Shewhart es la 
más usada para monitorear la media del proceso, 
por tanto, resulta de interés comparar la potencia 
de esta con las tres cartas propuestas ante censura 
a intervalo. Para poder realizar la comparación to-
das las cartas deben tener la misma probabilidad 
de falsa alarma cuando el proceso esté en control, 
la cual se fija en 0.0027. La carta  tradicional 
con límites  ignora la censura y la asi-
metría presente en las observaciones censuradas, 
registrando el valor del punto medio del intervalo 
de especificación como si fuese el valor obser-
vado para las unidades que quedan censuradas. 
Luego, si se usan los límites 3σ la probabilidad 
de falsa alarma será diferente a la deseada. Para 
construir la carta tipo Shewhart tradicional los lí-
mites son calculados como  donde el 
valor de k se busca tal que garantice la probabili-
dad de falsa alarma deseada. La potencia de cada 
carta es hallada como la probabilidad de detectar 
cambios en la media del proceso dado que efec-
tivamente se presentó una variación, es decir, se 
calcula  
con δ el cambio en la media, donde Wn son las 
medias por subgrupo de tamaño n de la variable 

W obtenidas luego de implementar uno de los me-
canismos de imputación.

Figura 4. Potencia comparativa entre la carta Shewhart y 
las propuestas con n = 5, p = 0.5

Figura 5. Potencia comparativa entre la carta Shewhart y 
las propuestas con n = 20, p = 0.5.

En la Figura 4 se puede observar que para una 
proporción de censura del 50 % todas las cartas 
tienen una potencia muy similar para un tamaño 
de muestra pequeño n = 5; algo similar sucede en 
la figura 5 para un tamaño de muestra mayor, n 
= 20, donde la potencia es prácticamente igual; 
por lo que cualquiera de estas cartas podría ser 
implementada.
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Figura 6. Potencia comparativa entre la carta Shewhart y 
las propuestas con n = 5, p = 0.95

Figura 7. Potencia comparativa entre la carta Shewhart y 
las propuestas. con n = 20, p = 0.95.

Cuando se tiene una proporción de censura 
del 95%, la Figura 6 muestra que en la detección 
de decrecimientos en la media, las cartas CEV - 

 y   − b son las más potentes, con igual proba-
bilidad de detectar. Mientras que en la detección 
de incrementos en la media, la carta CEV -  es 
aquella con mayor potencia, incluso respecto a la 
carta  − b para un tamaño de muestra n = 5. En 
la Figura 7 se observa que la carta CEV -  es la 
más potente en la detección tanto de crecimientos 
como decrecimientos en la media, seguida por la 
carta  − b, la cual muestra ser menos sensible 
en la detección de crecimientos y un poco menos 
potente en la detección de decrecimientos; esto 
debido que al imputar con el límite superior del 

intervalo de censura, los límites de la carta es-
tarán orientados a monitorear valores cercanos a 
dicho límite por ende más fácilmente detectarán 
decrecimientos que crecimientos. Las Figuras 6 y  
7 muestran que la potencia de la carta Shewhart 
es menor respecto a las cartas CEV - y  - b, 
por tanto ambas cartas propuestas mejoran el 
rendimiento de la Shewhart cuando se presenta 
censura a intervalo para ambos tamaños de mues-
tra; también se obtiene que la potencia de la carta 

 - U es la más baja respecto a todas las demás 
con alta censura, incluso respecto a la tradicional, 
siendo la menos recomendable en este caso.

3. CASO SIMULADO

Con el fin de observar el desempeño de las 
cartas propuestas, se procede a calcular los lími-
tes de control para cada una de éstas consideran-
do distribución normal con media µ = 10, desvia-
ción estándar σ = 2.5, e intervalo de censura o 
límites de especificación [5.1,14.9]. En este caso 
se considera que los parámetros son conocidos ya 
que se está en fase II de monitoreo. Los límites 
con parámetros conocidos para las tres cartas, es-
tán determinados en la Ec. (1), donde LCL y UCL 
son los límites estándar dados en las Figuras 1, 2 
y 3 para la proporción de censura p = 0.95 y n = 
5. Por tanto,

Tabla 1. Límites de control para cada carta con n = 5, µ = 
10, σ = 2,5 y p = 0.95.

Se simularon 40 subgrupos de tamaño n = 5 pro-
venientes de una distribución normal con media 
µ = 10, desviación estándar σ = 2.5 y una pro-
porción de censura p = 0.95, de los cuales, los 
primeros m1 = 30 subgrupos fueron generados 
en control. Cada observación dentro de límite de 
especificación es imputada por un valor deter-
minado dependiendo de la carta usada. Los m2 
= 10 subgrupos restantes fueron simulados con 
corrimiento gradual en la media de 0.5σ cada dos 
subgrupos, generando que los últimos dos pre-
senten un corrimiento de 2.5σ. Para la construc-
ción de las cartas se toma en consideración los 40 
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subgrupos.

Figura 8. Carta CEV  aplicada a caso simulado con 
cambio gradual en la media.

Figura  9. Carta - b aplicada a caso simulado con cam-
bio gradual en la media.

Figura 10. Carta -U aplicada a caso simulado con 
cambio gradual en la media.

Figura 11. Carta  Shewhart aplicada a caso simulado 
con cambio gradual en la media.

En las figuras 8, 9, 10 y 11 se pueden observar    las 
cartas de control propuestas y la carta Shewhart 
tradicional para los subgrupos simulados. En 
dichas figuras se puede ver que para “grandes” 
corrimientos en la media todas las cartas logran 
detectar; pero son las cartas CEV-  y  - b las 
que detectan más rápido que el proceso está fuera 
de control, ya que como se muestra en las figuras 
8 y 9, detectan punto por fuera de límites a partir 
del subgrupo 37, con un decrecimiento de 2σ en 
la media, e incluso para el subgrupo 36, con un 
corrimiento de 1.5σ ya se está bastante cerca del 
límite inferior para estas dos cartas, lo cual no 
se observó en la carta -U (figura 10) ni en la 
carta tradicional (figura 11). Adicionalmente, en 
las cartas CEV- y -b hay un cambio en el pa-
trón de comportamiento con tendencia de decre-
cimiento sistemático, cosa que no se evidencia en 
las otras dos cartas. Por tanto, las cartas -U y la 
tradicional no reflejan eficazmente que el proceso 
se ha salido de control.

4. CONCLUSIONES

Cuando se desea monitorear la media de un 
proceso productivo y se tiene un conjunto de ob-
servaciones registradas bajo censura a intervalo 
tipo I con una alta proporción de censura, la carta 
de control CEV- , considerando normalidad en 
los datos, puede ser aplicada, pues demuestra ser 
más potente para detectar cambios en la media 
del proceso que la carta tipo Shewhart tradicio-
nal, tanto en los casos con prorción de censura 
del 50 y del 95% y tamaños de muestra peque-
ños y grandes. Con alta proporción de censura 
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(95%), la carta CEV- es un poco más sensible 
a decrecimientos en la media que la carta -b 
y aún más sensible cuando hay incrementos. La 
carta  - U es más insensible a movimientos en 
la media, pues imputa con un valor al azar. Es-
tas diferencias con alta censura son el escenario 
a destacar, pues es lo esperado para un esquema 
de monitoreo donde las unidades aceptadas son 
las censuradas. Cabe resaltar que a medida que 
la proporción de censura aumenta todas las cartas 
van perdiendo potencia, pero es la carta CEV-
quien logra mejores resultados. Las cartas de con-
trol propuestas no solo permiten ver si el proceso 
está en control, si no que adicionalmente ayudan 
a determinar si hay corrimientos en la media que 
puedan generar una señal futura, por lo cual se 
prefieren en lugar de las cartas por atributos que 
monitorean solo si la variable está o no está den-
tro de un intervalo de especificación.

Adicionalmente, se tiene que las cartas pro-
puestas son para fase II de control, donde se asu-
men parámetros conocidos, y si estos no se cono-
cen deben ser estimados basados en una muestra 
inicial, en la cual es necesario obtener observa-
ciones exactas para poder tener información con 
la cual estimar con cierto nivel de precisión y es-
tudiar el efecto de la estimación de parámetros en 
el desempeño de las cartas propuestas.
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Resumen

En este artículo se abordó la problemática de dos riesgos que están compitiendo para causar la falla de  un 
sujeto; en particular determinar si los riesgos o probabilidad de falla asociada a cada tipo de falla son igual-
mente importantes o si un riesgo es más serio que el otro. Para este fin se hizo un estudio de la prueba de hi-
pótesis para la igualdad de las dos funciones de incidencia acumulada asociadas a los riesgos. Se realizó un 
estudio de simulación donde se comparan algunos de los procedimientos de prueba que han sido propuestos 
para este fin; y así, poder determinar el comportamiento de estos procedimientos de prueba bajo varios es-
cenarios que permitan evaluar el desempeño de los mismos. Se incluye una aplicación de los procedimientos 
de prueba usando datos reales de pacientes con linfoma.

Palabras clave: Función de incidencia acumulada, tasa de riesgo de causa-específica, bootstrap, aproxima- 
ción de simetrización aleatoria, remuestreo y supremo generalizado.

Abstract

In this paper, it is tackled the problematic of the risks that are competing to cause the failure from the 
subject; in particular whether the risks or likelihood of failure associated with each type of failure are 
equally important or whether a risk is more serious than the other. For this purpose will be made a study 
of hypothesis tests for equality of cumulative incidence functions of associated with risks. A comparative 
study of some of the test procedures that have been proposed for this purpose, and thus able to determine 
the behavior of the different tests in various scenarios to evaluate the performance of the same will be made. 
Test procedures are included using real data of patients with lymphoma.

Key words: Cumulative incidence function, cause-specific hazard rates, quantile, bootstrap, random symme- 
trization approximation, resampling and generalized supremum. 
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1. INTRODUCCIÓN

Los estudios de confiabilidad y superviven-
cia buscan analizar por medio de un conjunto de 
técnicas la variable “tiempo hasta que ocurre un 
evento”, tales como el tiempo hasta la muerte o 
curación, la probabilidad de falla en cada instante 
de tiempo, el riesgo de falla, etc. El análisis de 
los modelos de riesgos competitivos es apropiado 
para estudiar el comportamiento de una unidad 
o sujeto que puede fallar por diferentes causas, 
donde se observa tanto el tiempo hasta la falla, 
como el tipo de falla.

En muchas situaciones prácticas es común 
analizar únicamente el evento de interés sin te-
ner en cuenta los riesgos que están compitiendo; 
los procedimientos de análisis en este contexto 
solo responden preguntas en las que el objeto de 
estudio es estimar el efecto “puro” debido a una 
sola causa de falla [1]. En otros campos de inves-
tigación se desean estudiar los riegos que están 
actuando simultáneamente en una misma pobla-
ción, para determinar si los diversos riesgos que 
se consideran son igual de graves o si uno de los 
riesgos es más serio que el otro, para tal fin es 
necesario estudiar las diferentes pruebas que se 
han diseñado para análizar este tipo de situacio-
nes, con fin de determinar el comportamiento de 
estas.

Recientemente en la literatura se han estudia-
do ampliamente las pruebas para la comparación 
de riesgos independientes. Sin embargo, en si-
tuaciones reales es frecuente que los riesgos sean 
dependientes y los tiempos de falla estén sujetos 
a censuras a derecha. En este contexto general, 
la referencia [2] propone pruebas de distribución 
asintóticamente libre para la comparación de las 
funciones de incidencia acumulada o equivalen-
temente de las tasas de riesgo de causa específica. 
La anterior propuesta fue ampliada en la inves-
tigación de la prueba del supremo generalizado 
para la igualdad de tasas de riesgo de causa-es-
pecífica [3], donde se proponen tres clases de 
pruebas de hipótesis y por medio de un estudio 
de simulación se establece que una de las pruebas 
es menos sensible a la elección de la función de 
peso y es adecuada cuando no se tiene informa-
ción suficiente en cuanto a la naturaleza de los 
datos, por tanto, esta sería una buena prueba para 
comparar dos riesgos competitivos; en general, 

cuando no se tiene información acerca de las ca-
racterísticas de los datos. Por otro lado, se han 
desarrollado varios tipos de pruebas para la com-
paración de funciones de incidencia acumulada 
a través de métodos de remuestreo propuesta [4]. 
En la referencia [5] se propone una prueba para 
la proporcionalidad de dos funciones de inciden-
cia acumulada en una configuración de riesgos 
competitivos.

En este artículo se aborda la problemática de 
determinar si los riesgos o probabilidad de falla 
asociada a cada tipo de falla son igualmente im-
portantes o  si un riesgo es más serio que el otro. 
Para este fin se realizó un estudio comparativo 
de la prueba del supremo generalizado [3] y las 
pruebas basadas en métodos de remuestreo para 
la igualdad de las funciones de incidencia acumu-
lada: el método bootstrap y la aproximación por 
simetrización aleatoría propuesta en [4]. En este 
último caso se propuso una modificación de estas 
pruebas, especifícamente en el método bootstrap; 
luego, a través de un estudio de simulación se 
evaluó el comportamiento de las diferentes prue-
bas en varios escenarios con el fin de estudiar el 
desempeño de las mismas.

La estructura del artículo es la siguiente: en 
la Sección 2 se dan algunos conceptos básicos 
de riesgos competitivos. Las pruebas para com-
parar la igualdad de las funciones de incidencia 
acumulada asociadas a dos riesgos competitivos 
son presentadas en la Sección 3. En la Sección 4 
se presenta un estudio de simulación para eva-
luar el desempeño de las pruebas presentadas. Un 
análisis de los resultados obtenidos se muestra en 
la Sección 5. Posteriormente, en la Sección 6 se 
presenta un ejemplo con datos reales. Finalmente, 
en la Sección 7 se presentan las conclusiones más 
relevantes del trabajo y se describen algunos te-
mas que pueden ser de interés para trabajo futuro.

2. RIESGOS COMPETITIVOS

En la referencia [6] se describen los riesgos 
competitivos como la situación en la que un in-
dividuo puede experimentar más de un tipo de 
evento. En la referencia [1] se presenta un enfoque 
matemático para tratar los riesgos competitivos 
como una variable bivariada, este enfoque mues-
tra que en ausencia de riesgos competitivos, los 
datos de supervivencia se presentan usualmente 
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como variables aleatorias biva- riadas (T, δ ), donde 
δ es una indicadora del estatus del individuo que 
toma el valor de 1 si se observa el evento de inte-
rés, o 0 si la observación es censurada. Cuando δ 
= 1, el primer miembro del par, T, corresponde al 
tiempo en que se produce el evento y cuando δ = 0, 
T es el tiempo en el que se censuró la observación.

Esta definición se puede extender a la situa-
ción de riesgos competitivos donde son posibles 
j ≥ 2 tipos de fallas o eventos. Los datos son nue-
vamente representados por un par (T, δ ), donde la 
variable de censura δ esta vez es discreta tomando 
el valor de 0 si la observación es censurada. En 
el caso de que la observación no este censurada, 
δ tomará el valor j, donde  j es el tipo de falla o 
evento observado  (δ = j), en este caso T es el 
tiempo en el que el evento o falla de tipo j se pro-
dujo; de lo contrario, es el tiempo de censura [6].

2.1 Subdistribución o Función de incidencia 
acumulada (CIF).

Sea T el tiempo de vida del sujeto, asumiendo 
que el tiempo es continuo, con función de distri-
bución F y función de supervivencia S, y sea δ la 
causa de falla, es decir, {δ = j} es el evento cuya 
falla se debe al riesgo j = 1, 2, la función de subdis-
tribución está definida como [1]:

La función de distribución acumulada de falla 
F(t) estará dada por F(t) = F1(t) + F2(t). Sea C un 
tiempo de censura independiente de T con fun-
ción de supervivencia SC(t). Asuma que SC(t) > 0 
para todo t, entonces δ se convierte en una varia-
ble aleatoria discreta que representa el estatus del 
individuo que toma valores de δ = 0, 1, 2, donde 
{δ = 0} es el evento en el que el sujeto fue censu-
rado (censura a derecha) y {δ = j} cuando el sujeto 
falla debido a la causa j.

En muchas situaciones prácticas, es importan-
te saber si en una población donde actúan simul-
táneamente dos riesgos, estos se pueden conside-
rar igual de graves o si uno de los riesgos es más 
serio que el otro. Para dar respuesta a este pro-
blema se han diseñado pruebas estadísticas que 

usan los modelos de riesgos competitivos; cabe 
recordar que en presencia de los riesgos competi-
tivos, la comparación de los riesgos de causa es-
pecífica entre dos grupos no es equivalente a la 
comparación de las funciones de subdistribución 
(CIF), sin embargo, comparar los riesgos de causa 
específica de dos riesgos en una misma población 
es equivalente a comparar las subdistribuciones 
(CIF).

3. PRUEBAS PARA COMPARAR DOS 
RIESGOS COMPETITIVOS

Se tienen n observaciones independientes e 
identicamente distribuidas (i.i.d) de la forma (Xi, 
δi),    i = 1, 2 . . . , n, donde Xi = m´ın{Ti,Ci}. De acuer-
do a los datos mencionados, se formula el proble-
ma de poner a prueba las siguientes hipótesis

H0 : F1(t) = F2(t), para t ≥ 0 vs H1 : F1(t) F2(t)

o equivalentemente

Para probar estas hipótesis, se utilizarán las si- 
guientes pruebas:

3.1 Pruebas del supremo generalizado

En la referencia [3] se consideró un modelo 
de riesgos competitivos con dos causas de falla, 
proponiendo dos clases de pruebas basadas en la 
distribución asintóticamente libre y la tipo Renyi, 
para probar la igualdad de dos riesgos con posible 
censura. Para tal fin, plantean el estadístico del 
supremo que es una generalización de las prue-
bas propuestas en [2] mediante la adopción de 
diferentes funciones de peso w. El estadístico de 
prueba es

este estadístico puede expresarse como fun-
ciones ponderadas de los estadísticos de tipo log-
rank de la forma
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siendo  la función de ries-
go de causa-específica acumulada para el riesgo 
j, cuando j = 1, 2 y el estimador de Nelson-Aalen 
[7] de Λ j es

donde, Ri = #{k : Xk ≥ Xi} es el tamaño del 
riesgo fijado antes del tiempo Xi denotado como 
el tiempo Xi−. La función de peso w(u) refleja la 
importancia que se concede a las funciones de in-
cidencia acumulada (CIF) en el tiempo u.

Bajo H0, n1/2Ln(t) es un proceso martingala 
con varianza predecible σ2(t), que se puede esti-
mar por

donde  es el número to-
tal de elementos en riesgo hasta u−, y  es el 
número total de fallas hasta el tiempo u. Para este 
trabajo se tomó de referencia la función de peso 

; es importante mencionar que según 
[3] la elección de la función peso debe basarse 
de acuerdo al criterio que desee enfatizar el in-
vestigador; pero en sus estudios de simulación 
observaron que las pruebas basadas en la función 
de peso  presentaban potencias más 
razonables en la mayoría de situaciones prácticas. 
Cabe resaltar que de acuerdo a sus investigacio-
nes se encontró que la prueba  es menos sensi-
ble a la elección de la función de peso, por ende es 
considerada como una prueba adecuada cuando 
no se tiene información acerca de las caracterís-
ticas de los datos.

En la referencia [3] se demuestra que bajo la 
hipótesis nula  converge aproxi-
madamente a

donde φ es la función de densidad de una nor-
mal estándar. Los detalles de esta distribución se 
encuentra en [3, 8]. Los cuantiles del 95% y 
99%se encuentran en 2.497 y 3.023, respectiva-
mente. Para tomar la decisión bajo H0 con base a 

la prueba  se puede obtener un cuantil 1 − α  
denotelo q1−α , se rechaza  supera a 
q1−α , esto es, 

3.2 Pruebas para determinar la igualdad de 
dos CIF’s a través de métodos de remuestreo

En la referencia [4] se diseñaron estadísticos 
de prueba basados en vector de procesos relacio-
nados con las funciones de incidencia acumulada 
para determinar la igualdad de las funciones de 
incidencia acumulada. Como las distribuciones 
asintóticas parecen muy complicadas y dependen 
de la distribución subyacente de los datos, se uti-
lizan dos técnicas de remuestreo (método boots-
trap y método de simetrización al azar), para 
aproximar los valores críticos de las pruebas. Sin 
hacer ninguna hipótesis sobre la naturaleza de 
dependencia entre los riesgos, las pruebas permi-
ten comparar dos o más riesgos ( j ≥ 2) simul-
táneamente bajo el modelo de censura aleatoria. 
Para probar H0 vs H1 consideran el estadístico de 
Cramér-Von Mises dado por:

donde  es el análogo muestral de  
 s la contraparte empírica de la 

función de sub-distribución  definida por

Se rechaza la hipótesis nula (H0) cuando el va-
lor Dn es demasiado grande. El estadístico (7) se 
puede reescribir como [4]

donde Wn(t) = Wn,2(t) −Wn,1(t) siendo Wn j(t)= 
√n (Fn, j − Fj); j = 1, 2. Los autores plantean que 
Wn puede ser usada como una herramienta para 
obtener la distribución asintótica del estadístico 
bajo H0 y además demuestran que Wn converge 
en distribución a un vector de procesos gaussia-
nos [4], los límites de la distribución y sus valores 
críticos no son analíticamente tratables, por tal 
razón se optaron por utilizar los siguientes méto-
dos de remuestreo.
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3.2.1 Aproximación bootstrap

Sea   una muestra 
bootstrap que se extrae con reemplazo de la 
muestra original. Se denota las versiones boots-
trap de   por  respectivamente. 
Entonces la versión bootstrap de   está dada por

donde   Por otra par-
te, el estadístico bootstrap está dado por

En la literatura se han encontrado investigacio-
nes en las que se utilizan técnicas basadas en la 
aproximación bootstrap para construir pruebas re-
lacionadas a los riesgos, entre estos, en la referen-
cia [9] se construye una prueba de bondad de ajus-
te para el modelo de riesgos proporcionales. En 
[10] se utilizó un enfoque similar para las pruebas 
de un modelo de riesgo aditivo semiparamétrico.

El procedimiento de la aproximación boots-
trap para Dn es presentado a continuación:

• Se extraen M muestras bootstrap de la forma 
 con reemplazo de  la 

muestra original.

• A cada conjunto de datos remuestrado se le 
calcula el estadístico de prueba, obteniendo 

• Se obtienen la distribución de los  y se 
calcula el cuantil 1 −α denotado por q1−α de 
los valores  H0 si Dn > q1−α.

3.2.2 Aproximación por simetrización 
aleatoria (RAS)

Sea Z = {Zi; i = 1, 2, . . . , n} una muestra aleato-
ria independiente e idénticamente distribuida que 
toman signos ±1 con igual probabilidad. Asuma 
que estas variables de permutaciones son indepen-
dientes de la muestra. La versión RAS de   está 
dada por

esto lleva al proceso   
Entonces la versión RAS del estadístico de prue-
ba es

El procedimiento de la prueba RAS para Dn es 
presentado a continuación:

• Denote al valor observado de Dn dado en (6) 
como  

• Genere M conjuntos de Z’s, denotados {Z 1, 
Z2,...,ZM , }

• Se obtiene 

• Denote como DM+1 al conjunto formado por 

• Se rechaza la hipótesis nula H0 cada vez que 
 donde el valor p estimado es

 

siendo a el número de valores del conjunto DM+1 
que son mayores o iguales a .

En la referencia [4] se demuestra que en casi 
todas las secuencias de las muestras, el proceso 
bootstrap  y el proceso RAS de , conver-
gen condicionalmente en distribución a un pro-
ceso gaussiano. El enfoque RAS está motivado 
por métodos de ponderación al azar que han sido 
técnicas básicas para abordar la convergencia de 
los procesos empíricos [11].

3.3 Método bootstrap alternativo usando los 
estimadores de las CIF’s y Kaplan-Meier

Dado que en la referencia [4] se sugiere para 
la construcción del estadístico de prueba en los 
métodos de remuestreo el uso de las funciones 
empíricas para estimar, tanto las distribuciones 
como las subdistribuciones asociadas a las pro-
babilidades de falla, una propuesta alternativa es 
cambiar los estadísticos Dn por una versión modi-
ficada donde se usen estimaciones de las CIF’s y 
los estimadores de Kaplan-Meier en lugar de estas 
distribuciones empíricas. Luego, para probar H0 
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vs. Ha , se considera el estadístico de Cramér-Von 
Mises alternativo

Donde  es la función de su-
pervivencia estimada por medio del método de 
Kaplan-Meier y  son las CIF’s es-
timadas para los dos modos de falla.

Sobre la modificación hecha al estadístico de 
Cramér-Von Mises, se aplica el mismo procedi-
miento de prueba que se usó en el método boots-
trap, que consiste en encontrar la distribución bajo 
la hipótesis nula (H0) del estadístico alternativo 

 para finalmente tomar una decisión acerca de 
la hipótesis de interés, es decir, se decide recha-
zar H0 si el valor    resulta mayor al cuantil (1 
− α) de la distribución empírica del estadístico 
bajo la hipótesis nula.

4. ESTUDIO DE SIMULACIÓN

Para evaluar el desempeño de los estadísticos de 
prueba se consideraron dos causas de falla. Sea 
(T1, T2) los tiempos potenciales de falla de dos 
componentes de un sistema en serie. El tiempo 
de falla X = mín{T1, T2} fue generado usando la 
distribución exponencial absolutamente continua 
de Block & Basu denotada por (ACBVE) usando 
las indicaciones presentadas en [12, 13, 14] donde 
la pareja (T1, T2) bajo esta distribución tiene una 
densidad dada por

donde λ12 = λ1 +λ2, λ01 = λ0 +λ1, λ02 = λ0 +λ2 
y λ = λ0 + λ1 + λ2.

Siendo λ0 el parámetro que controla el grado 
de dependencia entre T1 y T2, donde λ0 = 0.0 
corresponde a la independencia de los dos riesgos 
y λ0 = 1.0 la dependencia de los dos riesgos. En 
este caso, la tasa de riesgo de causa específica son 
proporcionales, y están dadas por

Al usar la distribución ACBVE se replanteó las 
hipótesis H0 versus H1 como

H0 : λ1(t) = λ2(t) vs. H1 : λ1(t) λ2(t)

Se fijó la tasa de falla del primer evento como  
λ1 =1.0 y se varió la tasa de falla del segundo 
evento λ2 tomando diferentes valores, tales como, 
λ2 =0.5, 1.5, 2.0, 2.5 y en el caso de ser iguales las 
tasas    λ2 =1.0, para determinar el comportamien-
to de las pruebas a medida que este cambia. Los 
valores asignados al parámetro λ0 y λ1 se tomaron 
teniendo como referencia los estudios de simula-
ción realizados en [2, 4, 3].

Para mirar el efecto de las censuras en cada 
una de las pruebas se consideraron tres niveles 
de censura, sin censura, censura moderada (18 % 
− 35 %) y censura alta (45 % − 60 %) denotadas 
por SC, CM y CA respectivamente. La variable 
censura C de acuerdo a lo planteado por [15], fue 
generada por una distribución exponencial con 
parámetro γ; para lo cual se usó la probabilidad 
de una censura P (C < X ) tomando valores de 0 
(sin censura), 0.2 (censura moderada) y

0.5 (censura alta), que bajo el modelo ACB-
VE tiene la forma

de donde se despeja γ en cada uno de los es-
cenarios. El nivel de significancia usado en las 
pruebas es de α =0.05. Para cada conjunto de pa-
rámetros asumi dos, se generaron muestras de n = 
50, 100 y 250. Adicionalmente se generaron 5000 
muestras boots- trap, tanto para el estadístico 
bootstrap (Boot) y el estadístico bootstrap alter-
nativo (Alt), también se extrajeron 5000 conjun-
tos de datos RAS {Z1, Z2, . . . , Zn}.

Se programaron en el software libre R las 
pruebas basadas en los métodos bootstrap, RAS 
y el método bootstrap alternativo usando los 
estimadores de las CIF’s y Kaplan-Meier; para 
la prueba del supremo (Sup) se usó la programa-
ción realizada por [1].
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En total se consideraron 90 escenarios de si-
mulación, donde se evaluó el error tipo I (bajo 
H0 : λ1(t) = λ2(t)) y la potencia de las diferentes 
pruebas presentadas (bajo H1 : λ1(t) /= λ2(t)). La 
tasa el error tipo I está dado por:

donde I(Rechazar H0|H0 es Cierta) es una in-
dicadora de rechazo de una hipótesis cierta para 
una prueba particular.

La potencia alcanzada está definida como la 
probabilidad de rechazar una hipótesis nula falsa, 
esto es

donde I (Rechazar H0|H0 es Falsa) es una in-
dicadora de rechazo de una hipótesis falsa para 
una prueba particular y N es el número de simu-
laciones realizadas en cada una de las pruebas 
estudiadas, en cada uno de los escenarios de si-
mulación considerados. El proceso de simulación 
se describe a continuación:

• Paso 1. Se genera una muestra de tamaño n de 
la forma (Xi, δi) con un porcentaje de censura 
especificado.

• Paso 2. A este conjunto de datos se le aplican 
las pruebas basadas en el supremo, los méto-
dos de remuestreo: bootstrap, RAS y la alter-
nativa, con un nivel de significancia fijo.

• Paso 3. Los pasos 1 y 2 son simulados N veces 
obteniendo la decisión para cada simulación.

• Paso 4. Se suman las indicadoras de las N 
simulaciones y se promedian para obtener el 
error tipo I o la potencia alcanzada.

5. ANÁLISIS DE RESULTADOS

La tabla 1 presenta la proporción de veces que 
se rechaza la hipótesis nula de manera que cuan-
do λ1 es igual a λ2 (bajo H0) estas proporciones 
corresponden a la tasa de error tipo I, mientras 
que en valores de λ2 distintos a λ1 (bajo H1) tales 
porcentajes corresponden a las potencias empíri-

cas; para los escenarios de independencia (λ1 = 
0.0) y dependencia (λ1 = 1.0). Los valores de la 
tasa de error tipo I se presentan en negrilla para 
facilitar la lectura de la tabla.

Tabla 1. Tasas de error tipo I y potencias empíricas (en %) 
de la prueba H0 : λ1(t) = λ2(t)  vs H1 : λ1(t) =/ λ2(t) con un 

nivel de significancia del 5 % y n = 50.

Tabla 2. Tasas de error tipo I y potencias empíricas (en %) 
de la prueba H0 : λ1(t) = λ2(t)  vs H1 : λ1(t) =/ λ2(t) con un 

nivel de significancia del 5 % y n = 100.

Las tablas 2 y 3 presentan los resultados del 
estudio de simulación cuando se tienen tamaños 
de muestras de n = 100 y n = 250 con sus respec-
tivos resultados de las potencias empíricas y las 
tasa de error tipo I, tomando como referencia en 
los estudios de simulación un nivel de significan-
cia de α =0.05.
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Tabla 3. Tasas de error tipo I y potencias empíricas (en %) 
de la prueba H0 : λ1(t) = λ2(t)  vs H1 : λ1(t) =/ λ2(t) con un 

nivel de significancia del 5 % y n = 250.

Para analizar los resultados obtenidos en las 
tablas 1, 2 y 3 se contruyeron gráficos de líneas 
simultáneos del nivel de significancia alcanzado 
con relación a los diferentes tamaños de mues-
tras. Las potencias empíricas se relacionan con 
los distintos valores asignados a λ2; con el fin de 
evaluar la capacidad de las pruebas de detectar 
diferencias entre los dos riesgos a medida que se 
le asignan valores de λ2 cercanos y alejados de λ2 
= 1.0, tanto en presencia y ausencia de censura 
para los escenarios de independencia y depen-
dencia en cada tamaño de muestra.

5.1 Gráficos de resultados de la simulación de  
diferentes tamaños de muestras

A continuación se presentan el análisis de las 
potencias empíricas para los diferentes tamaño 
de muestra tomados en el estudio de simulación 
a saber, n = 50, n = 100 y n = 250, a través de 
gráficos de líneas simultáneas diferenciadas con 
un número y color específicado, que muestra el 
comportamiento de las potencias alcanzadas bajo 
dependencia e independencia y diferentes valores 
de λ2 por las pruebas del supremo generalizado 
(1), método bootstrap (2) y RAS (3) , y el boots-
trap alternativo (4).

En la figura 1 se puede observar que en el caso 
de muestras pequeñas cuando no hay presencia 
de censura la prueba del supremo generalizado 
presenta errores Tipo I más cercanos al nivel de 
significancia fijado, tanto para el escenario de in-
dependencia como el de dependencia. En el caso 
de las pruebas RAS, bootstrap y en la prueba al-
ternativa, se obser- va que aunque el error tipo I 

es pequeño en los tres casos, en el escenario de 
independencia los errores tipo I se alejan un poco 
del nivel de significancia establecido.

En las figuras 2, 3 y 4, se observa que en tama-
ños de muestras grandes hay mayor estabilidad 
de resultados en las potencias de las pruebas para 
los dos escenarios, ya sea en presencia de censura 
o  en ausencia de esta. Cuando λ2 = 1.5 en el caso 
de muestras grandes y en presencia de censura 
hay una disminución en las potencias empíricas 
pero no tan marcados como en el caso de mues-
tras pequeñas, en el caso de la muestra n = 250 se 
puede ver que ya las potencias empíricas tienen 
mayor estabilidad tanto en presencia de censura 
como en ausencia de esta, en las cuatro pruebas. 
En todos los casos, las potencias empíricas con-
vergen de manera constante al número uno cuan-
do aumenta el tamaño de la muestra.

También se observan errores tipo I más cer-
canos al nivel de significancia en las pruebas del 
supremo generalizado y alternativa cuando la 
censura es alta para ambos escenarios, mientras 
que los métodos bootstrap y RAS siguen tenien-
do mejor comportamiento en en los escenarios de 
dependencia.

En general, las pruebas basadas en métodos 
de remuestreo bootstrap y RAS tienen un buen 
funcionamiento en ambos escenarios, pero espe-
cialmente en los casos de dependencia entre los 
tiempos de fallas, sus errores tipos I son más cer-
canos al nivel de significancia.

En los diferentes tamaños de muestra se ob-
serva que a medida que el valor de la tasa del se-
gundo evento aumenta las potencias empíricas de 
las pruebas son muy altas, mientras que, cuando 
los valores de dicha tasa son cercanos a uno, las 
pruebas son un poco inestables alcanzando po-
tencias muy bajas que se van estabilizando a me-
dida que el tamaño de muestra va creciendo.

Por último en los diferentes gráficos, los resul-
tados de la simulación para la propuesta bootstrap 
usando los estimadores de las CIF’s y Kaplan-
Meier, presentan comportamientos similares a las 
pruebas basadas en los métodos de remuestreo: 
bootstrap y RAS, donde se ve evidenciado nueva-
mente que en presencia de censura los potencias 
empíricas disminuyen pero a medida que el ta-
maño de la muestra crece sus potencias empíricas 
también; en cuanto a los errores tipo I, la prueba 
alternativa muestra un mejor comportamiento 
que los propuestos por [4].
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Figura 1. Significancia estadística alcanzada.
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Figura 2. Potencia empírica alcanzada para tamaño de muestra de n=50.
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Figura 3. Potencia empírica alcanzada para tamaño de muestra de n=100
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Figura 4. Potencia empírica alcanzada para tamaño de muestra de n=250.
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6. EJEMPLO: PACIENTES CON 
LINFOMA

En la referencia [1] se presenta una base de 
datos de los pacientes con linfoma creada en el 
hospital Princess Margaret, Toronto, con regis-
tros que datan desde 1967. En la actualidad, la 
base de datos es de tipo prospectivo, pacientes 
que están siendo introducidos y registrados para 
recibir tratamiento en el hospital. Esta base de 
datos contiene un subgrupo de 541 pacientes de 
todos los pacientes identificados con linfoma 
tipo folicular, registrados para tratamiento en el 
hospital entre 1967 y 1996, con enfermedad en la 
etapa temprana y tratados con solo radioterapia o 
con radiación y quimioterapia. El objetivo de este 
estudio era mostrar los resultados a largo plazo 
en este grupo de pacientes.

El resultado registrado incluye la respuesta al 
tratamiento, la primera recaída y la muerte. El 
tiempo hasta la primera falla se calcula en años a 
partir de la fecha de diagnóstico. Un informe so-
bre una parte de este conjunto de datos se puede 
encontrar en [16]. De la anterior base de datos se 
tomó una muestra aleatoria de 74 pacientes, para 
determinar si hay diferencias entre los riesgo de 
recaída y muerte sin recaída, después del trata-
miento. En la figura 5 se muestra las CIF´s de los 
riesgo de recaída y muerte sin recaída.

Figura 5. Comparación del riesgo por recaída con el riesgo 
por muerte sin recaída de los datos de pacientes con linfoma

A continuación se muestran en la tabla 4 los 
Valores p correspondientes a los estadísticos del 
supremo generalizado, los métodos bootstrap, 
RAS y la propuesta para comparar la incidencia 
de recaída con la incidencia de morir sin recaída 
después del tratamiento.

Tabla 4. Estadísticos de prueba (Valor-p) para los datos 
de pacientes con linfoma

Estadístico de prueba Valor del estadístico 
 Valor - p

Supremo 2.7449 0.0242
RAS 1.4779 0.0010
Bootstrap 1.4779 0.0004
Propuesta 4.5625 0.0030

Tomando un nivel de significancia de α = 0.05 
los valores p de las pruebas son significativos, es- 
tos valores sugieren que hay una diferencia entre 
la incidencia de recaídas y la incidencia de morir 
sin recaída. En la tabla 5 la CIF de recaída está 
muy por encima de la CIF para la muerte sin re-
caída, apoyando la conclusión encontrada usando 
los estadísticos de prueba estudiados.

Aunque las tres pruebas arrojan la misma de-
cisión, cabe mencionar que de acuerdo a la mues-
tra que se tomó de 74 pacientes, esta posee un 
41.89% de datos censurados, por tanto de acuerdo 
al estudio de simulación se está en un caso de cen-
sura moderada con una muestra relativamente pe-
queña; si existe alguna sospecha de que hay dife-
rencias entre los dos riesgos de acuerdo al estudio 
de simulación en el caso de muestra pequeña, es 
recomendable usar la pruebas basadas en los mé-
todos de remuestreo, dado que durante el estudio 
presentaron mejores comportamientos en compa-
ración a la prueba del supremo generalizado en el 
momento en que hay presencia de censura.

7. CONCLUSIONES

En el estudio de simulación, se pudo evidenciar 
bajo los escenarios estudiados que las pruebas tie- 
nen un buen funcionamiento, cuando los tamaños 
de muestras son grandes. La prueba del supremo 
presenta errores tipo I más cercanos al nivel no-
minal fijado en comparación a las otras pruebas 
en todos los escenarios. En relación a la potencia 
cuando n = 50 esta prueba tiene un desempeño in-
ferior a las pruebas basadas en remuestreo y para 
muestras grandes su desempeño depende de si se 
tiene o no censura.

Las pruebas basadas en métodos de remuestreo 
alcanzaron errores tipo I pequeños pero mostra-
ron un mejor comportamiento cuando se encuen-



Liliana C. Molina-Blanco et. al.

110

tra en un escenario de dependencia; computacio-
nalmente el método RAS es más eficiente que el 
bootstrap. En relación a la potencia cuando n=50 
los métodos de remuestreo funcionan mejor en 
comparación a la prueba del supremo, destacán-
dose el método alternativo que está a la cabeza 
de sus pares y para muestras grandes cuando no 
hay censura el método del supremo alcanzó ma-
yores potencias pero en escenarios con censura se 
observó que el método alternativo es muy buen 
competidor.

Una buena alternativa cuando hay presencia de 
censura es usar la propuesta del método de boots-
trap alternativo usando las estimaciones de las 
CIF’s y Kaplan-Meier, dado que estas metodolo-
gías están diseñadas especialmente para tratar da-
tos en presencia de riesgos competitivos y even-
tos censurados, respectivamente. En los estudios 
de simulación realizados este método presentó un 
mejor comportamiento que los obtenidos por el 
método bootstrap y la aproximación RAS, e in-
cluso supera en algunos escenarios al método del 
supremo.

Para trabajos futuros sería importante verificar 
que la prueba de proporcionalidad de funciones 
de incdencia acumulada propuesta en [5] es com-
parable con las pruebas estudiadas en este artícu-
lo con el fin de extender la comparación realiza-
da. También es de interés evaluar el desempeño 
de las pruebas cuando hay más de dos riesgos 
competitivos presentes, usando como alternati-
va la distribución geométrica bivariada discreta 
para modelar los datos de tiempo de vida, lo cual 
podría traer algunas ventajas computacionales 
en comparación a la distribución de Basu [17]. 
Además, queda como trabajo futuro demostrar 
las propiedades de convergencia del método de 
boots- trap alternativo propuesto basado en las es-
timaciones de las CIF’s y Kaplan-Meier.
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Abstract

A theoretical study on sillenite crystal where it obtained an analytics  expression for diffraction efficiency 
in the on-Bragg regime in transverse configuration (K  < 001 >) is realized. It is considered non-mobile 
transmission gratings. An analysis of diffraction efficiency considering the non-uniformity of gratings, ma-
terial properties, external parameters the applied field or the intensity of beam input or polarization or the 
optical activity of the crystal beetwen others is realized.

Keywords: Photorefractive crystals, diffraction efficiency

Resumen 

Se realiza un estudio teórico en cristales silenitas, donde se obtiene una expresión analítica para la eficiencia 
de difracción en el régimen de Bragg, en la configuración transversal (K  < 001 >). Se considera redes no 
móviles de transmisión. Se realiza un análisis de la eficiencia de difracción considerando la no-uniformidad 
de las redes, propiedades del material, parámetros externos como campo aplicado o la intensidad de los 
haces de entrada o la polarización o la actividad óptica del cristal, etc.

Palabras clave: Cristales fotorrefractivos, eficiencia de difracción.
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1. INTRODUCCION

Sillenite crystals are cubic, photorefractive and 
electro-optical crystals, and are studied for their 
different applications, such as non-linear signals, 
optical interconnections and optical space. These 
material has electro-optical coupling, birefringen-
ce and optical activity. The photorefractive effect 
is the resposible the of refractive index change in 
the material for the space charge and the applied 
field. In this work we considered the polarization 
beams and non-moving transmission gratings. We 
calculated the diffraction efficiency fot the trans-
verse configuration in Bragg regime. We consi-
dered the variation of fringe period. One crystals 
orientation is considered, with the grating vector 
KG is perpendicular to the crystallographic axis 
<001>

[110]

Kg

[001]

[110] V
+ -

y

x

z

Figura 1. Transverse holographic configuration (K ⊥ 
<001>)

2. SET COUPLE WAVE EQUATION

The BTO is a material with electrooptic cou-
pling and optical activity, the wave equation that 
governs light propagation is:

Where  is the total light field,  is the 
magnitude of the optical wave vector,  is the 
wavelength and  is the free space permittivity.

For a birefringence medium with optical ac-
tivity and electrooptic coupling, this constitutive 
relation can be expressed in the form:

       

Where  is the optical activity antisymemet-
ric tensor,  is the change in the permittivity 
tensor induced by the linear Pockels electro optic 
effect and  is the symmetric optical permittivity 
tensor in the absence of optical activity and elec-
tro-optic coupling.

For the  orientation, the x axis 
is parallel to the [001] crystallographic face, as 
show in Fig. 1. The transformation matrix that 
converts from the crystallographic system to the 
light propagation system is:

For this orientation, the permittivity tensor ex-
clusive of optical activity components, is:

  

where , ,  is the index of re-
fraction,  is electrooptic coefficient and  is 
the electric field inside of crystal. This field con-
sists of two components:

Is the applied electric field and  is the space 
charge field, which depend of the diffusion and 
saturation fields. In the steady-state saturation 
limit, the space charge field   is given by

In Eq. (6)  E0 is the applied electric field of 
eq. (5), Ed is the diffusion field and Eq is an upper 
limit on the space charge field corresponding in a 
single trap model to saturation of available accep-
tor site (assuming monopolar charge transport in 
which electrons are the only mobile carriers). The 
diffusion field is defined by
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where kB is Boltzmann’s constant, T is the 
temperature and  is the electronic charge, the 
upper limit on the space charge field Eq is defined 
by

where NA is the trap (acceptor) number densi-
ty,    is the low-frequency dielectric constant and 

 is the permittivity of free space.

x

z

0R 0S

0R 0S
Kk

KG

Ks

        

Figura 2. Top view of the grating readout process. Defini-
tion the propagation angles of the probe beam   and the 

diffracted signal beam .

The incident probe beam R is assumed to be 
well collimated with a small propagation angle 

 with respect to the z axis (Fig. 2). The signal 
beam will also be well collimated (assuming a sin-
gle grating frequency) with a small propagation 
angle  with respect to the z axis. Propagation 
angles obtained by rotating the propagation direc-
tion away from the z axis toward the +x direction 
(i.e., a clockwise rotation in Fig. 2) are defined to 
be negative. Thus, in Fig. 2, the probe beam R has 
a positive propagation angle while the diffracted 
signal beam S has a negative angle. The total light 
field of the two beams can be written as:

   

The polarization states of the incident probe 
beam R and of the diffracted signal field S are two 
orthogonal linear polarization states which com-
ponents is given by:

The set of coupled wave equations can be de-
rived now that structure of the light field has been 
defined. The optical activity tensor can be added 
to the permittivity tensor, the constitutive relation 
for the  orientation is:

    

Where  is a parameter defined by .

Using the slowly varying envelope approxi-
mation derives the coupled wave equations. The 
resulting coupled wave equations are:

where  is the optical rotatory power and for 
convenience in eqs.(13-16) we define birefrin-
gence parameters Co and Csc by

         

For the transverse configuration we obtained 
the diffraction efficiency η, defined by

                

where  is the intensity of the diffraction 
light,  is the intensity of the incident light.
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3. RESULT AND DISCUSSION

The theoretical analysis was realized using the 
Runge-Kutta method and its algorithm in the soft-
ware Matlab.

Figura 3. BTO crystal diffraction efficiency in terms of the 
crystal thicknesses using red read-out light and different ap-
plied electric fields Ea= 1kV/cm, 5kV/cm, 10kV/cm, =47, 

m=0.9, F=179mm-1

In Fig. 3 we show the result for the depen-
dence of the diffraction efficiency on the sample 
thickness for different applied field for a BTO 
grating using red light (632 nm) for reading. For 
this case,  , m =0.9 and F=179mm-1; the 
largest value of the diffraction efficiency occurs 
for an applied field of 10 kV/cm (see Table 1). We 
can see that the smallest of diffraction efficiency 
occurs for the smallest value of the applied field 
1 kV/cm. 

In Fig. 4 we show the result for the depen-
dence of the diffraction efficiency on the sample 
thickness for a BTO grating using red light (632 

nm) for reading for different grating. For this case, 
 Eo= 5 Kv/cm; m = 0.9, m = 0.6, m 

= 0.3 and m = 0.1.  The largest value of the dif-
fraction efficiency occurs for modulation of 0.9. 

Figura 4. BTO crystal diffraction efficiency in terms of the 
crystal thicknesses using red read-out light and different 
modulation m = 0.9,m = 0.6, m = 0.3 and m = 0.1 for E0 

=5kV/cm

In Fig. 5 we show the result for the depen-
dence of the diffraction efficiency on sample 
thickness for a BTO grating using red-out light 
(632 nm) for reading for different grating. For this 
case: ; Eo=5 Kv/cm, m = 0.9; Λ = 5µm, 
10 µm and 20µm. In this case, the largest value 
of the diffraction efficiency occurs for a period of 
20µm. We can see that the smallest of diffraction 
efficiency occurs for the smallest value of period 
5µm, the largest value of the diffraction efficiency 
occurs for a period of 20µm. 

Figura 5. BTO crystal diffraction efficiency in terms of 
the crystal thicknesses using red read-out light for Λ=5µm, 

Λ=10µm, Λ=20µm with E0=5kV/cm and m=0.9
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4. CONCLUSION

We studied the diffraction efficiency in 
non-moving transmission gratings, in Bragg re-
gime in transversal configuration in BTO crystal. 
A set of coupled-wave equations has been derived 
for transverse holographic orientation in crystal 
BTO of sillenite family. These equations allow an 
analysis to be made of the polarization properties 
of light diffraction including the effects of con-
comitant optical rotatory power. In the date an-
alytic we used red light for the reading. We con-
sidered the birefringence, coupling electro-optic, 
optical activity, fringe period, different fields ap-
plied, different modulations and the polarization 
beams. 

The results show that for a modulation of 0.9 
the diffraction efficiency is greater that for a mo-
dulation of m=0.1.  Also we can see that for the 
field applied of 1kv/cm correspond to the small 
diffraction efficiency while that for the field ap-
plied of 5kv/cm the diffraction efficiency is more 
stable. Too, for the fringe period of 5µm the di-
ffraction efficiency is smallest that for a period of 
20 µm.  In conclusion, the thickness of sample in 
where occur  the diffraction efficiency largest is in 
a crystal of  8mm .
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Resumen

En este trabajo se sintetizó la Na-2-mica por el método sol – gel y se estudió el efecto del intercambio 
catiónico con litio y hexadecilamonio, previo al proceso de pilarización con el policatión de Keggin de 
Al, el estudio se realizó variando la densidad de pilares (10, 20 y 30 meq. Al3+/g. de mica). El intercambio 
previo con cationes de hexadecilamonio garantizó la expansión de la interlámina; sin embargo el estudio 
reveló que después del tratamiento térmico en el proceso de pilarización, la interlámina no se mantiene 
expandida como lo hacen típicamente los minerales de arcilla pilareados, debido a la elevada carga 
laminar y a los sitios fuertemente ácidos de la mica. La mayoría de los materiales obtenidos formaron 
partículas de alúmina (Al2O3) en la interlámina, en donde el contenido de aluminio y el % CC  aumentó al 
proporcionar la mayor densidad de pilar. Adicionalmente se estudió la formación de nanoclusters de MnS 
incorporados en los materiales resultantes de la pilarización, cuya incorporación se vio restringida respecto 
al contenido de Al, posiblemente porque la fase alúmina interlaminar impidió el acceso del H2S(g) y por 
ende el crecimiento de los nanoclusters, por lo que se depositaron sobre la superficie del sólido. Todos los 
materiales se caracterizaron principalmente por DRX, análisis elemental, estimación de la capacidad de 
intercambio catiónico CIC y porcentaje de carga compensada - % CC.

Palabras clave: Keggin, mica sintética pilarizada, Na-2-mica, nanoclusters de MnS.  

Abstract

In this work the Na-2-mica was synthesized by the sol-gel method and the effect of the cation exchange 
with lithium and hexadecylammonium, prior to the pillaring process with the Al Keggin’s polycation, was 
studied. The study was done by varying the density of pillars (10, 20 and 30 meq. Al3+ per gram of mica). 
The cation exchange with hexadecylammonium cations ensured the expansion of the interlayer; however, 
the study revealed that after the heat treatment in the pillaring process, the interlayer is not kept expanded, 
due to the high layer charge and the strongly acidic sites of mica. Most materials obtained formed particles 
of alumina (Al2O3) in the interlayer spacing, where the aluminum content and % CC increased as higher 
pillar density is provided. In addition, the formation of MnS nanoclusters in the pillared Al-2-mica was 
studied and the results indicated a limited growth of the nanoclusters respect to the Al content, due to 
amount interlayer alumina phase prevented proper diffusion of H2S(g) so they were deposited on the surface 
of the solid. All materials were mainly characterized by XRD, elemental analysis, analysis of the cation 
exchange capacity CEC and percentage of compensated charge -% CC.

Keywords: Keggin, pillared mica, Na-2-mica, MnS nanoclusters.
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1. INTRODUCCIÓN

El método de pilarización es ampliamente 
utilizado para mejorar la estabilidad química 
y  las propiedades texturales de los materiales 
tipo arcilla, puesto que logra aumentar el 
área superficial y proporcionar una porosidad 
uniforme. La pilarización de un material depende 
en gran medida de la estabilidad térmica del 
aluminosilicato, la capacidad de expansión y 
la carga laminar del sólido, la acidez intrínseca 
del material y la densidad de pilares definida 
como la relación de meq Al3+ por gramo de 
arcilla. La mayoría de estudios relacionados 
con la pilarización de arcillas se han realizado 
sobre materiales naturales, siendo muy escasos 
los reportes en silicatos sintéticos a pesar de sus 
ventajas sobre el control de propiedades desde la 
síntesis como la pureza y la carga del material. 
Entre los filosilicatos laminares sintéticos, las 
micas sintéticas de alta carga y de composición 
químicaNan[Si8-nAln]Mg6F8O20.xH2O, presentan 
ventajas con respecto a los minerales de origen 
natural como por ejemplo la alta pureza, la 
elevada capacidad de expansión, capacidad de 
intercambio iónico y control de la carga laminar 
desde la síntesis [1]. Estos materiales que se 
nombran en forma abreviada como Na-n-mica 
(donde n representa la carga nominal por celda 
unidad), tienen una estructura laminar 2:1 
trioctaédrica con alta carga, producida por las 
sustituciones isomórficas en la capa tetraédrica 
de Si4+ por Al3+. El sodio es el tipo de catión 
interlaminar que se utiliza en la síntesis.

Los silicatos laminares Na-n-micas se han 
obtenido por diferentes métodos como por 
ejemplo el método hidrotérmico [2], el método de 
estado sólido [3] y el método por sol – gel [4]. El 
método sol – gel, consiste en la  formación de redes 
compuestas por elementos inorgánicos obtenidos 
a través de dos reacciones químicas simultáneas 
que son la hidrólisis y condensación. Entre las 
ventajas más importantes del método sol – gel 
se destaca, la obtención de materiales con alta 
porosidad tanto amorfos como nanocristalinos y 
el buen control para la modificación química en 
función del tipo de precursor.

Diferentes tipos de estudios muestran el 
interés científico que existe en torno a revelar 
la naturaleza de la capacidad de pilarización en 

los silicatos laminares sintéticos. Yamaguchi y 
Col., [5] pilarizaron una mica sintética expansible 
de fórmula  NaMg2.5Si4O10F2 empleando un  
polihidroxicatión de cloruro de zirconilo como 
agente pilarizante con el fin de aumentar el 
tamaño del poro. Las micas fueron previamente 
modificadas hidrotérmicamente con un agente 
director de estructura (template) de polivinil 
alcohol PVA para expandirla obteniendo mayor 
área superficial y un espaciado basal de hasta 
aproximadamente 27 Å en comparación con 
el método convencional (pilarización con el 
policatión de Keggin) que logró una expansión 
hasta 21 Å. 

La familia de las micas sintéticas de alta 
carga, Na-4-mica y Na-3-mica, también se han 
pilarizado con óxidos de hierro, expandiendo 
previamente la interlámina con la intercalación 
de cationes de octilamonio para facilitar el 
reemplazo por cationes voluminosos formados 
por  polihidroxicationes de Fe3+. La calcinación 
a 773 K y modificaciones del sol – gel de Fe3+ 
con tetraortosilicato dio lugar a la formación 
de pilares a base de Fe2O3 o Fe2O3-SiO2 en las 
micas y el aumento de área superficial (57 a 130 
m.2/g.), al igual que incrementó la porosidad y 
estabilidad térmica. En particular se observó que 
la pilarización de la mica Na-4-mica con Fe2O3 o 
Fe2O3-SiO2 provocó un aumento significativo en 
la acidez del material. En cuanto a la estructura, 
este estudió indicó que las micas pilarizadas 
resultantes consisten en pilares fragmentados 
formando la estructura comúnmente conocida 
como "castillo de naipes’’ [6]. 

Hasta el momento no se ha reportado la 
pilarización de la Na-2-mica con el agente de 
intercalación Keggin (Al13)7+. Este material 
tiene una alta carga laminar y por lo tanto la 
etapa de intercambio con el polihidroxicatión de 
Keggin estará condicionado por el tipo de catión 
interlaminar, lo cual afecta el grado de hidratación 
cuando se trata de cationes inorgánicos y el grado 
de expansión que puede modificarse cuando se 
intercambia con cationes alquilamonio. 

El estudio de la síntesis de materiales 
funcionalizados a escala nanométrica utilizando 
arcillas como precursores de la matriz inorgánica, 
en donde se intercalan especies químicas dentro 
de la estructura laminar porosa, ha sido un 
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tema de gran interés y desarrollo en las últimas 
décadas, debido a sus potenciales aplicaciones 
como catalizadores en fase heterogénea 
[7], dispositivos ópticos, opto-electrónicos, 
magnéticos y aplicaciones electroquímicas [8].

Los nanoclusters metálicos, son agregados 
polinucleares que contienen desde unos pocos 
hasta miles de átomos, y pueden cambiar su 
estructura alrededor de uno o más átomos 
metálicos. Los nanoclusters metálicos adoptan 
las propiedades intrínsecas del metal de partida, 
potencializando sus características. Es así 
como por ejemplo, los nanoclusters a base de 
manganeso muestran interesantes propiedades 
catalíticas [9] debido al potencial redox variable 
que puede presentar este metal [10].

La inmovilización de nanoclusters metálicos 
dentro de la estructura interlaminar de los 
filosilicatos laminares, permite controlar las 
propiedades del material funcionalizado, como 
por ejemplo el tamaño de los “clusters”, las 
propiedades químicas que le confieren los 
metales específicos y la estabilidad química tanto 
de los compuestos intercalados como de la arcilla 
precursora[11]. 

La funcionalización con nanoclusters de 
MnS, depende en gran medida de la cantidad de 
manganeso intercambiado por el material, cuya 
fijación se relaciona con el pH, condiciones de 
humedad y de secado; en este sentido, algunos 
estudios muestran que el manganeso se adsorbe 
débilmente en minerales de arcilla y que su 
movilidad provoca a la vez baja estabilidad del 
material que se demuestra por el colapso de la 
interlámina después del tratamiento térmico a 
200 °C [12,13]. En el caso de micas sintéticas de 
alta carga, el intercambio con cationes Mn2+ es 
reversible debido a que la estructura hidratada de 
la mica presenta un espacio interlaminar abierto 
que se retiene durante la reacción de intercambio 
iónico, lo que provoca la lixiviación del metal 
[14]. 

Galeano y Col., [15] comprobaron el 
crecimiento in – situ de nanoclusters metálicos 
de MnS dentro de las láminas de filosilicatos 
naturales, mediante el tratamiento con una 
corriente de sulfuro de hidrógeno en fase gaseosa 
y se evidenció la influencia de la temperatura 

en el crecimiento de los compuestos. También 
encontraron que con temperaturas superiores 
a 200 °C se presentaba un colapso parcial del 
material, por lo que se determinó que se requerían 
estudios más profundos para mejorar la estabilidad 
química de los nanoclusters intercalados, siendo la 
pilarización, una de las estrategias recomendadas 
para este fin. 

En este trabajo se estudió el efecto del catión 
interlaminar (sodio, litio y hexadecilamonio) 
durante el intercambio con el policatión de 
Keggin y el efecto de la densidad de pilares 
variando la carga de Al3+ suministrados como 
cationes (Al13)7+ entre 10, 20 y 30 meq. Al3+ 
por gramo de mica. Adicionalmente se estudió 
la formación in – situ de nanoclusters de MnS 
sobre los materiales modificados previamente 
con aluminio, evaluando la influencia que 
ejerce la densidad de pilares y la temperatura de 
sulfidización (50, 100 y 150 °C) en la formación 
de nanoclusters de MnS. 

2. METODOLOGÍA

Se sintetizó la Na-2-mica vía sol-gel (Na-
MSG) como material precursor de los materiales 
que se sometieron a intercambio con cationes litio  
(Li-M) y hexadecilamonio (C16-M). Previamente 
se hicieron algunos experimentos utilizando una 
mica obtenida mediante método de estado sólido 
(Na-2-MES) sintetizada por el grupo Química 
de Estado Sólido FQM-212 de la Universidad 
de Sevilla (España), con el fin de determinar 
la influencia de la fase completamente hidrata 
obtenida por este método y la contribución de 
fases anhidras como producto del método de sol 
– gel.  

2.1 Síntesis de Na-2-micavía sol-gel (Na-MSG)

El material se sintetizó en base al procedimiento 
realizado por Paulus y Col.,[4]  las cantidades 
de cada uno de los precursores se determinaron 
a partir de la estequiometría nominal de la mica 
(Na2[Si6Al2]Mg6O20F4). Se sintetizaron 8 lotes 
de 10 g. cada uno y se mezclaron. Previamente 
a esta etapa se verificó la homogeneidad de todos 
los lotes por DRX. Cada lote se preparó a partir 
de un gel monofásico disolviendo 12 mmol de 
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Al(NO3)3.9H2O (Carlo – Erba, pureza 99 %) y 
12 mmol de Mg(NO3)2.6H2O (Carlo – Erba, CAS 
13446-18-9, pureza 99 %), cada uno por separado 
en la mínima cantidad (5 mL aproximadamente) 
de etanol absoluto (Mallinckrodt, pureza 99.9 
% p/v). Posteriormente, se adicionó 12.6 mmol 
del precursor de silicio M3S (Metiltrietoxisilano 
– Acros Organics, pureza 95 %). La mezcla se 
agitó constantemente por tres horas a 20 °C. La 
preparación del gel se realizó bajo condiciones de 
reflujo manteniendo un control de la temperatura 
a 60 °C por tres días. El gel, se secó en estufa a 
100 °C y se molió en un mortero de ágata hasta 
conseguir un polvo fino. Con el fin de eliminar 
los nitratos remanentes, cada uno de los sólidos 
se calcinó a 475 °C en atmósfera oxidante por 18 
horas. Al polvo resultante se le adicionaron 10 
g. (238 mmol) de NaF (Baker Analyzed, pureza 
99 %), correspondiente a una cantidad en exceso 
con respecto al sodio aproximado del 100 % y se 
mezcló vigorosamente en un mortero de ágata. El 
material se calcinó a 900 °C en un crisol de platino 
con tapa por 18 horas con una rampa de 10 °C/min. 
Finalmente se molió, se lavó en agua desionizada 
y se secó a temperatura ambiente. Con el fin de 
eliminar el exceso de fluoruros, se realizó una 
etapa adicional donde se lavó el material obtenido 
con una solución de ácido bórico al 4.0 % p/v, 
agitando constantemente por una hora. Después 
se dejó el material por tres días, en una solución 
de cloruro de sodio al 24.0 % p/v (10 veces la 
CIC teórica de la mica) para compensar el sodio 
interlaminar que pudo haberse lixiviado durante 
la eliminación de los fluoruros remanentes. Los 
cloruros remanentes se eliminaron lavando la 
mica en membrana de diálisis hasta obtener una 
conductividad cercana al agua inicial de lavado. 

2.2 Síntesis de Li-2-mica (Li-M)

Se realizó el intercambio catiónico entre el 
Na+ por el Li+ en base al procedimiento realizado 
por Pavón y Col., [16] en donde la Na-MSG se 
sometió a intercambio con una solución de LiCl 
0,2 N (Merck, pureza 98 %) en una cantidad en 
exceso igual a 10 veces la CIC teórica a la mica 
(247 meq/100 g de mica); la mezcla se agitó por 8 
horas a 20 °C repitiendo el procedimiento 3 veces. 
La Li-M obtenida se lavó con agua destilada 

en agitación por 6 horas, repitiendo 3 veces el 
proceso. Finalmente se dejó secar a 60 °C. Los 
cloruros remanentes se eliminaron lavando la 
mica en membrana de diálisis hasta obtener una 
conductividad cercana al agua inicial de lavado.

2.3 Síntesis de organomica C16-2-mica 
(C16-M)

La preparación de la órgano - mica, se realizó 
en base al procedimiento reportado por Alba y 
Col., [17]. Se disolvió 5.4 mmol n-hexadecilamina 
(Alfa – Aesar, pureza 90 %) satisfaciendo 2 veces 
la CIC teórica de la mica de partida (247 meq/100 
g mica) en 50 mL de HCl 0.1 M (Panreac, pureza 
36.5 %) agitando constantemente la disolución de 
HCl antes de usarla. La mezcla anterior se agitó a 
80 °C durante 3 horas controlando la temperatura 
en baño maría. Posteriormente, se adicionó 1 g. de 
mica y se agitó a 80 °C por 3 horas. Seguidamente 
se lavó con 50 mL. de agua caliente a 50 °C y se 
agitó por 30 minutos más. Se centrifugó a 15000 
r.p.m. a 6 °C durante 30 minutos y se desechó el 
sobrenadante. Se mezcló el sólido centrifugado 
con 50 mL. aproximadamente de una mezcla 
agua: etanol (1:1 v/v) a 50 °C, durante toda la 
noche con el fin de eliminar cualquier exceso de 
catión orgánico, al final del proceso, se centrifugó 
a 15000 r.p.m. por  30 min. y secó a temperatura 
ambiente.

2.4 Preparación de la solución intercalante

Se preparó mediante un método estándar 
publicado previamente por Galeano y Col., [15]. 
Se fijó una cantidad de aluminio expresada como 
meq. de aluminio por gramo de material, en este 
caso, se usaron tres valores para evaluar el efecto 
de la densidad de pilares correspondiente a 10, 
20 y 30 meq. de Al3+/g. de mica. Se realizó un 
proceso de hidrólisis, que consistió en adicionar 
lentamente (1 gota / 5 s aproximadamente) una 
solución de NaOH 0.2 M (Panreac, pureza 99 %) 
sobre una solución de AlCl3.6H2O 0.2 M (Sigma – 
Aldrich,  pureza 99 %), agitando constantemente 
hasta obtener una relación de hidrólisis (OH-/
Al3+) de 2.4 en todos los casos. Al finalizar la 
adición se dejó en calentamiento a 70 °C por 2 
horas.
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2.5 Proceso de Pilarización

Se adicionó lentamente y gota a gota la 
solución intercalante sobre una suspensión al 2,0 
% p/v de mica (Na-2-mica-ss, Li-2-mica o C16-
2-mica) en agua destilada en agitación constante 
por 2 horas a temperatura ambiente. Una vez 
terminada la adición se dejó en agitación por 
12 horas más. Transcurrido el tiempo se dejó 
en reposo hasta que el sólido se depositó en el 
fondo, seguidamente se eliminó el sobrenadante. 
El sólido obtenido se lavó con agua destilada, 
centrifugando hasta que la conductividad del 
sobrenadante fue cercano a la conductividad del 
agua. El material resultante se calcinó a 500 °C 
por dos horas en aire. 

2.6 Homoionización con Mn2+

Se realizó en base al procedimiento realizado 
por Pavón y Col., [16]. A 1 g. de cada  Al2O3-
mica se le adicionó 10 mL. de MnCl2.4H2O 
2.47 N (Sigma – Aldrich, 99.5 %). Para asegurar 
el máximo nivel de intercambio con Mn2+ 
posible, se agitó constantemente durante 8 horas 
a temperatura ambiente. Una vez finalizada la 
agitación se dejó reposar la suspensión y se retiró 
el sobrenadante. Se repitió el ciclo descrito 3 
veces más. Al final se lavaron los sólidos 3 veces 
con agua destilada en agitación por 6 horas cada 
vez y se centrifugó hasta que la conductividad del 
sobrenadante fue cercano a la conductividad del 
agua de lavado. Se dejó secar a 60 °C. 

2.7 Sulfidización con H2S generado in - situ. 

Para el proceso de sulfidización, se empleó 
un horno tubular provisto con control electrónico 
de temperatura; los materiales previamente 
homoionizados con Mn se sometieron a un 
tratamiento con flujo de sulfuro de hidrógeno 
generado in – situ, tras una adición lenta y gota 
a gota, bajo agitación continua de un exceso de 
HCl (Panreac, pureza 36.5 %) concentrado sobre 
una solución saturada de Na2S. El tratamiento se 
realizó durante 8 horas continuas.

Debido a la necesidad de utilizar un exceso 
de S2- (ion sulfuro) constante para asegurar 
la formación de los agregados polinucleares 

de sulfuro del metal (MnS), se fijó un flujo 
constante de H2S con una relación S2-/Mn2+= 50, 
establecida a partir de la información del trabajo 
previos donde se evaluaron diferentes relaciones 
Mn/S con valores de  5, 50 y 500 [18] y se pudo 
comprobar que la relación Mn/S = 50 permitía la 
formación de agregados polinucleares (verificado 
por la expansión de la interlámina) y al mismo 
tiempo, permitía conservar la estructura laminar 
puesto que el ataque ácido al que se sometió no 
fue tan prolongado. En consecuencia y con el fin 
de satisfacer la relación Mn/S = 50, se determinó 
la cantidad de manganeso presente en el material 
(%p/p) mediante espectrofometría de absorción 
atómica. A partir de esta información y de acuerdo 
al procedimiento desarrollado por Iacomiy 
Col., [19], se determinaron las mmoles de H2S 
necesarias (mmol H2S = 50 mmol Mn) teniendo 
en cuenta que tras ensayos experimentales se 
determinó que la reacción para la generación in 
– situ del ácido  tiene un rendimiento del 60.3 
%. Se evaluaron diferentes temperaturas para el 
tratamiento químico con H2S (50, 100 y 150 °C), 
bajo atmósfera de nitrógeno, posteriormente se 
sometieron a un tratamiento térmico final a 200 
°C en atmósfera de nitrógeno por 2 horas.

2.8 Caracterización 

Los sólidos obtenidos se caracterizaron 
mediante análisis de difracción de rayos X en 
un difractómetro marca BRUKER modelo D8 
ADVANCE con geometría DaVinci operando 
a 40kV.y 30 mA., con una rendija divergente de 
0.6 mm., empleando como fuente la radiación 
CuKα1, con un filtro de níquel y un tiempo de 
muestreo de 0.4 segundos. 

La Capacidad de Intercambio Catiónico (CIC) 
de las muestras se determinó por el método 
de saturación previa con acetato de amonio 
[20], en donde se pesaron 0,5 g. de muestra 
suspendiéndolos en agua destilada al 2 % 
ajustando el pH a 7.0 aproximadamente agitando 
toda la noche. Después, la muestra se suspendió 
en 75 mL. de CH3COONH4 (Panreac, pureza 97 
%) 2.0 M agitando por 8 horas, tiempo después 
del cual se centrifugó y se realizaron 2 ciclos 
más adicionando 50 mL de CH3COONH4 2.0 
M en cada uno. El exceso de iones amonio se 
eliminó mediante una suspensión al 2 % en agua 
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destilada y agitación durante toda la noche. Al 
final del proceso se centrifugó, desechando el 
sobrenadante y se secó la muestra a 60 °C. Por 
último, se valoró el contenido de amonio retenido 
por micro - Kjeldahl. Esta técnica se empleó para 
determinar el porcentaje de carga compensada 
(% CC) de cada sólido después de la modificación 
asociando tal compensación a la formación de los 
nanoclusters.

Se determinó el porcentaje de óxido de 
aluminio mediante técnica de absorción atómica; 
para este fin los materiales se sometieron a un 
protocolo de digestión ácida HF/HNO3 [21], en 
donde se pesaron 0.010 g. de muestra en un frasco 
plástico, se adicionaron 4.0 mL de HF (Panreac, 
pureza 40 % p/v) con una pipeta plástica y 1 mL. 
de HNO3 (J.T. Baker, pureza 63 % p/v), se dejó 
reaccionar por una noche agitando fuertemente 
en la mañana. Después se calentó en baño 
maría por 30 minutos (Taproximada= 60 °C), 
dejando enfriar el frasco parcialmente tapado, 
seguidamente se adicionó 50 mL.de H3BO3 (Carlo 
Erba, pureza 99.5 %) al 4 %, agitando y dejando 
reposar por una hora. Al final se añadieron 45 
mL. de agua destilada agitando vigorosamente. 
Las muestras se midieron en el espectrofotómetro 
de absorción atómica Perkin Elmer 2380 de la 
Universidad de Nariño.

3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

3.1 Síntesis de las Na-2-mica, Li-2-mica y 
C16-2-mica.

La figura 1 muestra la señal d001 de los patrones 
de difracción de rayos X (DRX) de los materiales 
precursores que se emplearon en el proceso 
de pilarización. La Na-MES sintetizada por el 
método de estado sólido (Fig.1a), Na-MSG por el 
método sol – gel (Fig.1b), la Li-M preparada por 
intercambio catiónico con Li+ (Fig.1c) y la C16-M 
preparada por intercambio catiónico con cationes 
de hexaldecilamonio (Fig.1d). El espaciado basal 
es similar, aproximadamente 12 Å. excepto en la 
organomica donde se observa un gran espaciado 
de 45.35 Å. (Tabla 1). 

Las  micas sintéticas obtenidas, exhiben señales 
de DRX correspondientes a la fase cristalina de 
la mica fluoroflogopita de sodio hidratada. En 

particular se destaca la señal d001 para cada uno de 
los materiales obtenidos: d001=12.33 Å.(Fig. 1a), 
d001=12.10 Å. (Fig. 1b) y d001=12.08 Å. (Fig. 1c). 
Este espaciado basal depende del tipo de catión 
interlaminar y la cantidad de moléculas de agua 
de hidratación. La reflexión de aproximadamente  
12 Å. está asociada a cationes de compensación 
de carga rodeados por una monocapa de agua 
en la interlámina [17]. La comparación entre los 
métodos de estado sólido y sol – gel, muestra que 
en la Na-MSG se obtiene también la fase anhidra 
de la Na-2-mica d001=9.89 Å., y otras fases 
acompañantes minoritarias: forsterita (Mg2SiO4 
JCPDS No. 34-0189), aluminosilicato sódico 
(Na6Al4Si4O17 JCPDS No. 49-0004) y cristobalita 
(SiO2, JCPDS No. 29-0085). 

Figura 1. Difracción de rayos-X de (a) Na-MES, (b) Na-
MSG, (c) Li-M, (d) C16-M, (e) Al13-(20)MES (sin calcinar), 
(f) Al13Li(20) (sin calcinar), (g) Al13-(20)500MES y (h) 

Al13-Li(20)500.

La Na-2-mica presentó una capacidad de 
intercambio catiónico (CIC) teórica de 248 
meq. / 100 g. de mica [22], así la determinación 
experimental de la CIC permite realizar un 
seguimiento a la cantidad de cationes residuales 
disponibles para el proceso de intercambio. La 
CIC experimental para las Na-MES y Na-MSG 
fueron respectivamente 238 y 270 meq. / 100 g. 
de mica. El exceso de cationes en la Na-MSG 
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está relacionada con la última etapa de la síntesis 
por vía sol-gel en la cual se excede la cantidad 
estequiométrica de NaCl (Tabla 1).

3.2 Modificación de la Na-2-mica con (Al13)7+.

La Na-MES fue modificada con una solución 
oligomérica en donde se encuentra el catión de 
Keggin (Al13)7+con una densidad de pilar de 20 
meq. de Al3+ suministrados como (Al13)7+ por 
gramo de mica. La intercalación con la solución 
intercalante directamente sobre la mica (Fig. 1e), 
produjo que una fracción del material consiguiera 
expandirse hasta d001= 13.55 Å. cuyo espaciado 
basal está asociado a la intercalación parcial de 
monómeros de aluminio hidratados [16]. Otra 
fracción del material conservó el d001= 12.07 Å. 
que está relacionado con la señal característica 
del material de partida. Pinnavaia y  Col., [23] 
observaron que existe una relación inversamente 
proporcional entre la cantidad de aluminio 
intercalado y la carga laminar y los sitios ácidos 
del material a modificar, favoreciendo la hidrólisis 
del catión de Keggin desde su forma oligomérica 
hasta la obtención de monómeros o dímeros de 
aluminio. La pequeña expansión lograda tras el 
proceso de  intercalación, sugiere una hidrólisis 
parcial del polihidroxicatión, influenciada por 
los sitios ácidos de la mica [22] y la elevada 
carga laminar que a la vez pudo contribuir al 
impedimento estérico sufrido por el Keggin para 
ingresar a la zona interlaminar de la mica. 

Debido a que la modificación con el catión de 
Keggin directamente sobre la mica no rindió los 
resultados esperados, se evaluó la influencia de 
la expansibilidad del material de partida que en 
gran medida depende de la naturaleza del catión 
interlaminar y su grado de hidratación, así el radio 
iónico del catión inorgánico es inversamente 
proporcional al número de moléculas de agua 
que puede tener en su esfera de hidratación [16]. 
Siendo así, se esperaba que el intercambio de Na+ 
con Li+ aumentara el espaciado interlaminar de la 
mica debido a que posee un radio iónico menor 
que el sodio ( YNa+= 95 pm.; YLi = 90 pm.) y 
aumentara en consecuencia el radio de hidratación. 
Este intercambio se realizó sobre la Na-MSG, 
obteniendo la Li-M (Fig. 1c) que presentó una 
mayor homogeneidad en el grado de hidratación 
que se puso en evidencia con la ausencia de la 
señal asociada a la fracción anhidra del material de 
partida (Na-MSG) y la mayor contribución de la 
fase hidratada (d001= 12.08 Å.). La intercalación 
con la solución que contiene el Keggin sobre la 
Li-M (Fig. 1f) condujo a un leve aumento en la 
expansión pasando de d001= 12.08 Å. hasta d001= 
14.04. Å vs. d001= 13.55 Å. conseguida con la 
intercalación sobre la Na-MES directamente (Fig. 
1e).  A pesar de la ventaja conseguida frente a la 
estrategia de homoinización previa con litio, la 
expansión no satisface el requerimiento para ser 
considerado como un material intercalado con el 
catión de Keggin en la región interlaminar como 
en las esmectitas pilarizadas que alcanzan un d001 
≈ 18 Å.[24], obteniendo así una aluminio – mica 
hidratada [16].    

Figura 2. Resumen gráfico de la modificación de una mica sintética de alta carga con el catión de Keggin (Al13)7+. 

Tabla 1. Capacidad de intercambio catiónico, carga compensada y contenidos de Al y Mn en los materiales 
obtenidos.
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Muestra CICa,b (meq./100 g.) CCc (%) Al2O3a, d (% p/p) Mna,d (% p/p)

Na-MES
Na-MSG
Li-M
Al13-(20)MES500
Al13-Li(20)500
Al13-Li(10)500-70
Al13-Li(20)500-70
Al13-Li(30)500-70
C16-M
Al13-(10)500C16
Al13-(20)500C16
Al13-(30)500C16
MnAl13-Li(10)
MnAl13-Li(20)
MnAl13-Li(30)
MnS(100)
Al13-Li(10)
MnS(100)
Al13-Li(20)
MnS(100)
Al13-Li(30)
MnS(50)
Al13-Li(20)
MnS(150)
Al13-Li(20)

238
270

-
110
128
146
121
131
186
252
249
243

-
-
-

161
148
47
142
151

-
-
-

54
52
46
55
51
31
7
8
10
-
-
-

40
45
82
47
44

14.2
17.4
12.9
19.4
71.4
59.9
66.7
31.9
7.6
10.2
45.8
50.6

-
-
-

33.2
31.7
34.2
31.9
31.5

-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-
-

16.2
13.5
112
15.7
13.4
11.1
13.3
13.4

c Medidas en base seca.
d CIC: Capacidad de intercambio catiónico.
e CC: Porcentaje de carga compensada definida por:  ; CIC0: CIC material de partida, CICx: CEC material x 

después de la modificación.
f Valor estimado por  espectroscopía de adsorción atómica (EAA).

 c defEn ambos casos el tratamiento térmico 
del material intercalado (Al13-(20)500MES y 
Al13-Li(20)500 respectivamente; Fig. 1g y h) 
en atmósfera oxidante a 500 °C, condujo a la 
formación de fases colapsadas, d001= 9,65 Å. 
(Fig. 1g) y d001= 9.71 Å. (Fig. 1h) producidas 
por la deshidratación total del Al3+hidratado en 
la etapa anterior (Fig. 2a). Debido al tratamiento 
térmico es posible que el Al3+ tenga el radio 
iónico apropiado para ubicarse en los agujeros 
ditrigonales de la capa tetraédrica de la mica 

(Fig. 2b). Por otra parte, laAl13-(20)500MES 
(Fig. 1g) se produjo una deshidratación parcial, 
reteniendo una fracción de mica monohidratada 
y otra fracción de Al2O3 – mica como capa de 
alúmina (d001= 9.99 Å.) y no como pilar que es 
lo que esperaba.

El seguimiento a la cantidad de Al (% p/p 
de Al2O3 - óxido más estable) presente en los 
materiales modificados tras la calcinación 
Al13-(20)MES500 y Al13-Li(20)500 (Tabla 1), 
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proporcionó evidencias que apoyaron la estrategia 
de previa homoionización con litio, reportando un 
mayor contenido de Al en comparación a la Al13-
(20)MES500 y un porcentaje de compensación 
de carga laminar (%CC) similar a la Al13-(20)
MES500  provocado por el enlace covalente 
Al – O – Al entre el aluminio que proviene de 
la fase alúmina interlaminar y el aluminio de la 
capa tetraédrica. A partir de estos resultados, se 
usó la Li-M como material de partida para los 
siguientes estudios.

3.3 Modificación de la Li-M a diferentes 
densidades de pilares de  (Al13)7+ (10, 20 y 30 
meq Al3+/g de mica).

Figura.3. DRX de (a) Li-M, (b) Al13-Li(10)-70 (sin calcinar), 
(c) Al13-Li(20)-70 (sin calcinar), (d) Al13-Li(30)-70 (sin 
calcinar), (e) Al13-Li(10)500, (f) Al13-Li(20)500-70, (g) 

Al13-Li(30)500-70.    

Uno de los factores importantes a considerar 
para pilarizar un material es la cantidad de 
aluminio incorporado, teniendo en cuenta la  
cantidad de Al3+ suministrados como (Al13)7+ 
que se desea proveer por gramo de mica. Otro 
factor determinante, es  la influencia de la 
temperatura en la etapa de intercalación, ya que 
se espera que la energía térmica proveniente del 
calentamiento junto con la mecánica proveniente 
de la agitación ayuden a vencer la barrera 
energética que supone la elevada carga laminar 

del material impidiendo la efectiva intercalación 
de oligómeros de gran tamaño como lo es el catión 
de Keggin (Al13)7+. Así se evaluó conjuntamente 
el efecto de la temperatura de intercalación a 70 
°C y la variación en la densidad de pilares. Los 
Difractogramas de los materiales a 10, 20 y 30 
meq. en la etapa de intercalación (Fig. 3b, c y d), 
mostraron una tendencia favorable en cuanto a la 
fracción de material intercambiado a medida que 
aumenta la densidad de pilares, siendo el sólido 
Al13-Li(30)70 (Fig. 3d) el que presentó una única 
reflexión con un d001= 13,45 Å. relacionado como 
en el caso anterior, con aluminio – mica hidratada. 
Los sólidos calcinados, presentaron señales de 
colapso (Fig. 3e y f) y formación de Al2O3-mica 
d001= 10,06 Å. (Fig. 3g). Como se esperaba, la 
mayor cantidad de Al presente en los materiales 
calcinados y mayor %CC, corresponde a la Al13-
Li(30)500-70 (Tabla 1). 

3.4 Estudio de la pilarización de la Na-MSG 
previamente organofilizada (C16-M) a 
diferentes densidades de pilares de  (Al13)7+ 
(10, 20 y 30 meq. Al3+/g. de mica).

Debido a la elevada densidad de carga que 
existe entre las láminas de la mica y a que esta 
característica afecta directamente la expansión 
del material y la intercalación de oligómeros que 
se pretenden alojar en el espacio interlaminar, se 
ideó una estrategia alternativa para incrementar 
la expansión de la Na-2-mica, en aras de 
posteriormente, intercalar el oligocatión de Keggin. 
Esta estrategia consistió en expandir previamente 
la mica usando cationes hexadecilamonio como 
surfactante. El intercambio catiónico entre los 
iones Na+ y hexadecilamonio (Fig. 4b) provocó 
un incremento en el espaciado basal desplazando 
la señal 001 hasta ángulos bajos, con un d001 = 
45.35 Å. La mica organofilizada presentó una 
serie única y bien ordenada de reflexiones (tres 
reflexiones en total) que sugiere una distribución 
homogénea de  carga entre las láminas [17]. El 
proceso de intercambio con el catión de Keggin no 
provocó cambios significativos en la expansión y 
el conjunto de armónicos de la organomica (Fig. 
4c, d y e) de forma independiente a la densidad 
de pilares que se estuviera proporcionando; esta 
ausencia de cambio en el d001 puede sugerir que 
los oligocationes (polares) no fueron capaces de 
desplazar o al menos no significativamente, las 
cadenas externas apolares del hexadecilamonio. 
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Es posible que en la etapa de intercalación se 
genere repulsión entre los cationes con carácter 
polar y las cadenas alquílicas que tienen un carácter 
apolar, impidiendo la efectiva intercalación de los 
mismos. 

Tras la calcinación de estos materiales a 500 °C 
en atmosfera oxidante (Fig. 4f, g y h), se observó 
una pérdida total del conjunto de señales 001 tanto 
de las reflexiones asociadas a la expansión por la 
cadena carbonada (C16), como sus armónicos. Lo 
anterior debido a que a 500 °C y en atmósfera 
oxidante las cadenas carbonadas que mantenían 
la expansión, se oxidaron, produciendo la pérdida 
de la estructura cristalina del material, es decir la 
delaminación de la mica. La estructura resultante 
más probable es la conocida como “casa de 
naipes” (Fig. 5c), propia de filosilicatos del tipo 
2:1 delaminados [25] con partículas de Al2O3 
como producto del proceso de pilarización.  Figura 4. DRX de (a) Na-MSG, (b) C16-M, (c) Al13-(10)

C16 (sin calcinar), (d) Al13-(20)C16 (sin calcinar), (e) 
Al13-(30)C16 (sin calcinar), (f) Al13-(10)500C16, (g) Al13-

(20)500C16, (h) Al13-(30)500C16.

Figura 5. Resumen gráfico del estudio de la pilarización de una mica de alta carga previamente organofilizada con cationes 
hexadecilamonio. 

La CIC de los materiales posteriormente 
modificados con aluminio a diferentes densidades 
de pilares 10, 20 y 30 meq. Al3+/g. de mica, tuvieron 
valores que superan la CIC del C16-M que fue el 
material de partida (Tabla 1). Este comportamiento 
se relaciona con la perdida de la estructura laminar 
del material tras el tratamiento térmico a 500 °C. 
Existe una pequeña tendencia entre los valores de 
CIC de los materiales resultantes, que puede estar 
asociada de manera inversa a la cantidad de Al2O3  
y que fue adicionado en la solución intercalante, 
siendo el material que presentó la menor CIC el 
que mayor contenido de Al2O3 logró estabilizar 
(Tabla 1). 

3.5 Formación in – situ de nanoclusters de 
MnS en las Al2O3-micas. 

Después de la modificación de las micas con 
el catión de Keggin, se estudió la formación 
de nanoclusters de MnS sobre los materiales 
modificados, teniendo en cuenta en primer lugar 
el efecto de la densidad del pilar (10, 20 y 30 meq. 
Al3+/ g. de mica) y en segundo  la temperatura 
de sulfidización (50, 100 y 150 °C). Todas las 
muestras se sometieron a tratamiento térmico 
final a 200 °C en atmósfera inerte (N2). 
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La formación y crecimiento de nanoclusters de 
MnS en la interlámina del conjunto de Al13-micas 
calcinadas requiere el previo intercambio de 
cationes interlaminares residuales por iones Mn2+. 
Las MnAl13-Li(10) y MnAl13-Li(20) presentan 
una expansión parcial del espacio interlaminar 
con respecto al material de partida (Fig. 7 a y b) 
de aproximadamente 13.58 Å.; esta señal se ha 
relacionado con la presencia de cationes Mn2+ 
con una doble capa de hidratación que presentan 
además diferentes arreglos y que coexisten en 
el espacio interlaminar de las micas [14]. Al 
confrontar el % Al2O3 del material de partida 
vs. % Mn de las muestras Mn-homoionizadas 
(tabla 1) se evidencia que en cuanto mayor es el 
contenido de Al, la cantidad de Mn intercambiada 
es menor; así la MnAl13-Li(30) (que procede de 
la muestra con mayor contenido de Al) presenta 
el menor porcentaje de Mn intercambiado, 
adicionalmente el análisis por DRX muestra 
que es el único material del conjunto analizado, 
que no expande su interlámina con respecto al 
material de partida. Lo anterior sugiere que los 
materiales  MnAl13-Li(10) y MnAl13-Li(20) el 
ion Mn2+ se ha intercambiado en la interlámina 
y en la MnAl13-Li(30) es probable que se haya 
adsorbido en su superficie.  

El tratamiento con H2S generado in-situ, 
provocó en todo el conjunto de materiales, una 
pérdida significativa del grado de cristalinidad 
producto de la lixiviación del aluminio en las 
capas octaédricas [26,27]  y/o de las partículas 
de Al2O3 interlaminares, lo cual está relacionado 
con la disminución del contenido de Al (%Al2O3) 
con respecto a los materiales de partida (tabla 
1). Los difractogramas de las MnS(100)Al13-
Li(10) y MnS(100)Al13-Li(20) (Fig. 6 a y b) 
muestran picos anchos con un d001 de 10.59 Å. y 
10.61  Å respectivamente. A pesar de la búsqueda 
exhaustiva en la literatura para intentar explicar 
estas señales, no se ha podido relacionar con 
ningún trabajo en el área hasta ahora reportado, 
poniendo en relieve el carácter innovador de esta 
investigación. 

Sin embargo es posible que en este espacio 
interlaminar se hayan formado nanoclusters de 
MnS de tamaño limitado debido al impedimento 
estérico, la alta tensión electrostática de esta 
mica de tan elevada carga y la coexistencia 
con partículas de Al2O3 interlaminares. Por 

otra parte la MnS(100)Al13-Li(30) presenta un 
comportamiento diferente consistente con la 
limitada Mn2+-homoionización en comparación 
con los otros materiales debido a que la Al13-mica 
de partida tiene una fase anhidra homogénea (Fig. 
6c) ocupada en su totalidad por una capa de Al2O3 
que al impedir el efectivo intercambio catiónico 
con el Mn2+, restringe la posterior formación 
de nanoclusters de MnS en la interlámina lo 
que posibilita que los nanoclusters formados se 
encuentren en la superficie del material. No existe 
una pérdida significativa del contenido de Mn 
en el conjunto de MnS Al13-micas sintetizadas, 
lo que indica que la mayoría del metal se ha 
estabilizado probablemente por la formación de 
nanoclusters de MnS. 

Figura 6. Difractogramas de Al13-micas con diferentes 
densidades de pilares, homoionizadas con Mn2+ y 
sulfidizadas con H2S a diferentes temperaturas: a)  10 meq. 
de Al3+/g. de mica, H2S/100 °C; b) 20 meq. de Al3+/g. de 
mica, H2S/100 °C; c) 30 meq. de Al3+/g. de mica, H2S/100 
°C. d) 20 meq. de Al3+/g. de mica, H2S/50, 100 y 150  °C. 
Todos los sólidos se calcinaron finalmente a 200 °C en 

atmósfera de  N2.

El análisis por DRX de la evaluación del 
efecto de la temperatura de tratamiento químico 
con H2S (50, 100 y 150 °C) en la formación 
in – situ de nanoclusters de MnS en la Al13-
Li(20)500-70, reveló la presencia de señales con 
d001 de 10.53 – 10.61 – 10,38 Å. para los sólidos 
tratados a 50, 100 y 150 °C respectivamente (Fig. 
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6c) asociados como se mencionó anteriormente 
a la posible formación de nanoclusters de MnS 
en la interlámina. El seguimiento al contenido de 
Mn y  el %CC indica que por un lado, el metal 
quedó estabilizado completamente con respecto a 
la cantidad de Mn que logró intercambiar y por 
otro que la temperatura de tratamiento químico 
con H2S no influye de forma significativa en la 
posible formación de nanoclusters de MnS en la 
interlámina.

4. CONCLUSIÓN

Se reporta por primera vez el estudio de la 
pilarización con el catión de Keggin como agente 
pilarizante sobre una mica sintética de alta carga 
Na-2-mica y sobre esta mica pre- expandida con 
cationes hexadecilamonio. El estudio reveló que 
la elevada carga laminar y los sitios fuertemente 
ácidos de la mica provocaron la hidrólisis del 
catión de Keggin, por lo que la intercalación de 
este tipo de especies voluminosas en la interlámina 
se vio restringida. La calcinación al final del 
proceso, formó una capa de Al2O3 entre las 
láminas en la mayoría de los casos. Por otro lado, 
el intercambio con cationes hexadecilamonio 
previo a la modificación con (Al13)7+ provocó 
que el espacio interlaminar se expandiera 
satisfactoriamente; sin embargo, la polaridad 
de las cadenas carbonadas interlaminares en 
la órganomica, generó posiblemente un efecto 
negativo que limitó el alojamiento del catión de 
Keggin en esta región; posterior a la calcinación 
a 500 °C como etapa final en el proceso de 
pilarización, el material se delaminó por completo 
presentando una estructura tipo “casa de naipes”.

El proceso de formación y crecimiento de 
nanoclusters de MnS en la Na-2-mica previamente 
modificados con el catión de Keggin, afectó la 
elevada cristalinidad típica en los materiales de 
origen sintético, debido posiblemente al ataque 
ácido ejercido por los protones liberados en la 
etapa de sulfidización con H2S, que condujo a 
la lixiviación del aluminio estructural en la capa 
octaédrica del filosilicato. A pesar de los efectos 
en la elevada cristalinidad, la estructura del 
material no se delaminó, demostrando una alta 
estabilidad química aún bajo altas temperaturas.
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