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Resumen

En el presente texto se ilustra un mecanismo cognitivo hallado por Jean Piaget, en la
epistemologia de la matematica es la sucesion de periodos (Intra-Inter-Trans) define
el progreso del conocimiento, desde sistemas elementales relativos a cada figuraen
particular analizando las propiedades internas de los objetos o de las figuras, seguido
por el descubrimiento de relaciones entre los objetos y analisis de éstos desde un
punto de vista global, y de alli a la generalizacion de propiedades validas para
conjuntos amplios de objetos y elaboracion de estructuras matematicas. El presente
andlisis se enmarca en la historia de la geometria, se examina el mecanismo del
progreso intelectual en esta sociogénesis, como instrumento presente en el paso del
conocimiento a estados de conocimiento formal y riguroso; se concede mayor interés
al mecanismo de la construccion y progreso del saber, mas que ocuparse del
contenido de las nociones mismas.

Palabras clave: epistemologia de la geometria, Sociogénesis de la geometria,
hexagrama.

Abstract

Epistemologia y sociogénesis de la geometria. A cognitive mechanism described by
Jean Piaget is illustrated. This important epistemological tool in mathematics which
is the succession of periods Intra-Inter-Trans defines the progress of knowledge
from basic systems on each particular figure by analyzing internal properties of objects
or pictures, followed by discover relationships among those objects and data analysis
fromaglobal perspective, then generalize valid properties about broad sets of objects
and development of mathematical structures.
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This analysis is part of the history of geometry; in this socio-genesis, we examine
mechanisms involved in intellectual progress as inherent tools in the process from
thinking to states of formal and rigorous knowledge. We focus on the construction
mechanism and progress knowledge, rather than concerning about the content of
notions themselves.

Key words: epistemology of geometry, sociogenesis, hexagram.

Introduccion

Considerando La Epistemologia Genética, la fuente de los instrumentos deadquisicion
de conocimientos es la adaptacion, constituida pordos procesos basicos: la
asimilacion y laacomodacion; con la asimilacion se adopta el conocimiento como
relacién indisociable del sujeto y el objeto con predominio de la actividad del sujeto,
mientras el objeto modifica en parte la asimilacion por medio de la acomodacion.
Este caracter asimilador-acomodador del pensamiento implica una vision
constructivista, pues asimilar es cercano a construir y construccion a estructura.
En la construccién del conocimiento es importante explorar cuales sony qué papel
juegan los mecanismos de adquisicion que se originan particularmente en la asimilacion
cognoscitiva, que es la propiedad general de las actividades del sujeto como motor
activo de su propio desarrollo intelectual.

Cuando un individuo se enfrenta a un problema matematico, intenta asimilarlo a
estructuras mentales ya existentes, esto significa el intento de resolverlo mediante
conocimientos que ya posee, como resultado de la asimilacién, el esquema cognitivo
existente se reconstruye expandiéndose para acomodarse a la nueva situacion.

Los primeros instrumentos cognitivos surgen del constante trabajo de la asimilacion-
acomodacién dando lugar a una organizacion de esquemas cada vez mas elaborada
y compleja, lo cual lleva a creer que los instrumentos iniciales de conocimiento son
los esquemas de accion sensorio-motrices. Un «esquema» expresa el conjunto
organizado de caracteristicas que permiten repetir las acciones del sujeto o aplicarlasa
contenidos nuevos; un esquema es una totalidad fuerte e integrada, tal que los
comportamientos que induce estan intimamente relacionados (Piaget 1978). Hay
esquemas innatos como por ejemplo los reflejos de prension, succion, etc., pero la
mayoria no son innatos, muchos se basan en ellos y en algunas experiencias, y a su
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vez son causa de otras experiencias y esquemas. De una u otra forma, estos dominan
desde el principio las percepciones y no se formalizan en conceptos 0 no se
interiorizan en operaciones del pensamiento sino hasta més tarde.

Desde muy temprano hay coordinaciones entre los diferentes esquemas yesta
coordinacion da como resultado un campo de significacion mas amplio y permite
asimilar objetos nuevos a otros esquemas. Cada esquema de accion genera
correspondencias en la medida en que es aplicable a situaciones u objetos nuevos,
y la coordinacion de esquemas genera variaciones en la medida en que al producir
cambios en los objetos y situaciones genera nuevas posibilidades de accién por
parte del individuo.

De esta forma, los instrumentos iniciales de adquisicién de todo conocimiento y
especialmente de conocimientos de indole matematico son: los instrumentos
comparativos, constituidos por correspondencias, y los instrumentos
transformadores, constituidos por operaciones, que actlian un poco mastarde, y
aunque implican unactuar fisico sobre el mundo, se realizan de manera cada vez
mas intelectual. Las operaciones se componen de actividades intelectuales que las
caracterizan y suponen la necesidad de la asimilacién-acomodacion; estas
operaciones se basan en la interiorizacion y coordinacién de acciones y son
comparables a las nociones primigenias e intuitivas de las correspondientes
operaciones en el campo de las matematicas (Corredor, 2012).

En la obra de Piaget, especialmente en las Ultimas publicaciones es notorio el hecho
de emplear la historia critica de las ciencias para confirmar sus tesis; aspecto digno
de rescatar y profundizar por el vasto campo de accidn que sefiala en los estudios
epistemoldgicos. En larelacion entre psicogénesis o desarrollo del pensamiento en
el sujeto individual y la sociogénesis o historia evaluativa de la matematica, se
encuentra un paralelo en los mecanismos comunes que facilitan el movimiento
intelectual de lo precientifico a lo cientifico. Se muestran uno de estos instrumentos
de paso: El mecanismo Intra-Inter-Trans, enfatizando en lo que se refiere a la
formacién de conocimientos geométricos y espaciales, observando que tanto en los
niveles de la inteligencia espacial y geométrica, como en las etapas historicas del
devenir de esta disciplina se hallan mecanismos analogos.

El mecanismo cognitivo Intra- Inter-Trans es a grandes rasgos un proceso que

describe como el conocimiento pasa de analisis de tipo Intraa analisis de tipo inter
y finalmente a los de tipo Trans; este proceso constructivo explica no sdlo el orden
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secuencial del desarrollo intelectual en el sujeto individual, sino que ademas es
aplicable al desarrollo historico del conocimiento. En la sociogenesis el orden sucesivo
y necesario del progreso del conocimiento va impulsando superaciones o
«rebasamientos», los cuales comienzan agregando a las propiedades halladas en el
periodo Intralas transformaciones elaboradas en el inter, que luego se sintetizan en
el Transen un sistema de transformaciones; se constituye asi unatotalidad cuyos
caracteres son nuevos con respecto a lo encontrado en el Inter, y éste a su vez
implica conocer caracteristicas y propiedades encontradas ya en el Intra.

Esto es lo que se ilustrara, partiendo de un breve recuento histérico, del desarrollo
de la geometria, que se presenta en tres periodos con caracteres definidos y
particulares: de los griegos hasta el siglo XV11, del siglo XV11 al siglo X1X en tres
ramas, geometria analitica, geometria proyectiva y geometrias no euclidianas, y
finalmente del siglo XIX en adelante. Se han analizado los principales logros en
cada uno desde una visidn externa, considerando el papel que juega en esta evolucion
el concepto de Transformaciény como las diferentes maneras de aplicar el &lgebra
determina caracteristicas peculiares en cada periodo de este desarrollo.

A manera de notacidn se empleara: Ta para el periodo Intra, Tr para el periodo
Inter y Ts para el periodo Trans; y en esta forma se escribira la triada Intra-Inter-
Trans como TaTrTs. Latriada TaTrTs induce la construccion de operaciones sobre
operaciones, puesto que en el Ta, se analizan casos particulares sin nexos entre sio
con unavinculacion insuficiente; en el Tr la comparacién en los diferentes casos
particulares conduce a la construccién de transformaciones, en virtud de que pone
en evidencia tanto las diferencias como las analogias, y establece correspondencias;
yenel Ts las correspondencias derivadas del Tr son sistematizadas en totalidades
que hasta entonces habian parecido inaccesibles. Es también por esta razon por la
que la secuencia TaTrTs describe el aspecto dinamico de la superacion intelectual.
La importancia del mecanismo cognoscitivo TaTrTs radica en el hecho de que se
encuentra en todos los niveles, inherente a toda construccion intelectual, y no se
refiere de manera alguna a niveles especificos del progreso de conocimiento, tanto
en la psicogénesis como en la sociogénesis.

1. Geometriasintética
La geometria prehelénica es de naturaleza empirica, ligada a problemas practicos

como lamedicion, en ella no se hallan demostraciones l6gicas, el argumento general
es sustituido por descripciones paso por paso, en procedimientos por lo comin
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referidos a casos numéricos particulares. Los egipcios y babilonios por tanteo
dedujeron formulas algunas veces incorrectas, quiza forzadas para un caso especial;
los métodos empleados se basan en la observacion de analogias y contrastes sin
discriminar la diferencia entre una solucion exactay una aproximada.

Los griegos razonaron mas deductivamente, obtienen conclusiones mas por
demostracion que por experimentacion, su geometria sobresale del resto de la
matematica de la época para convertirse en el area de conocimiento con mayor
grado de perfeccidn, tanto es asi que se constituyd durante muchos siglos en
paradigma de la ciencia. Sin restar importancia a la geometria anterior, ni a diversos
gedmetras que contribuyeron a dar lustre a este florecimiento, se mencionan sélo
cinco como los aquellos que permiten conocer los rasgos que caracterizan la
geometria sintética.

Se resalta a Eudoxo, Euclides, Arquimedes, Apolonio y Pappus; a través de ellos se
sefialan algunas ideas que durante esta época se manifestaron en forma técita, que
se podrian calificar de embrionarias y que luego con el transcurso del tiempo se
convirtieron en verdaderas piedras angulares de progresos en la geometria.

Con Arquimedes y Eudoxo germind el calculo infinitesimal en la idea de exhaucion.
Los griegos usaron procedimientos infinitos, al comparar configuraciones curvilineas
conrectilineas, sugieren la inscripcion y la circunscripcion de figuras rectilineas en
figuras curvilineas aumentando cada vez el nimero de lineas poligonales, Eudoxo
(408-355 a.C.) pudo asi elaborar el antepasado del concepto de limite de nuestra
época. Arquimedes (287-212 a.C.) por su parte empled el método exhaustivo,
cuya idea central es: suponer A una figura cuya area se desea conocer, midiendo
porciones de superficie infinitesimales de Ay comparandolas con elementos de area
correspondientes de una figura B con area conocida.

Con Apolonio (262-200 a.C.) germiné la geometria analitica en la idea de
coordenadas, es importante reconocer en su obra el uso tacito de coordenadas,
que empled ensus demostraciones sobre propiedades de las conicas, concretamente
en la que llamo6 Propiedad Fundamental de las Cdnicas. Con Pappus
(aproximadamente S 111) germind la geometria proyectiva en el descubrimiento de
la relacién anarménica o razén cruzada que describié en la proposicion 129 de su
obra Coleccién Matematica; en el siglo XIX esta idea fue revivida con ayuda de las
magnitudes con sentido y se convirtio en el concepto bésico de la geometria
proyectiva.
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Con Euclides la nocion de transformacion, que uso6 en forma implicita, bajo los
apelativos de «colocar», «ajustar», «superponer» (proposicion 1.2. Elementos); un
desplazamiento que no causa deformacion en las figuras y permite demostrar la
congruencia; otro germen de trans-formaciones es el de prolongar o extender
segmentos de recta, que se halla también en sus obras.

Euclides (300 a.C.) escribio varias obras, pero su reputacion se debe a sus Elementos,
en la cual desarroll6 la idea de un discurso 16gico como sucesion de principios
obtenidos por razonamiento deductivo, a partir de otros tanto iniciales como
supuestos al comienzo del discurso; el legado de la antigliedad de innegable
trascendencia es el método axiomatico con el que se inmortaliz6 Euclides; Los
Elementos son una obra monumental cuya influencia se mide por el extenso periodo
que hubo de espera para una prolongacion de su contenido geométrico. En otros
analisis de geometria euclidiana, se concede gran importancia al tipo de pensamiento
hipotético-deductivo; sin desconocer su relevancia, y puesto que el propdsito aqui,
es el de buscar las nociones y pensamientos que facilitan el paso de lo Ta, alo Try
de allial Ts, se hara mayor énfasis en la idea de transformacién de las figuras planas.

Aungue los desplazamientos de figuras son conocidos por Euclides, no hace uso
expreso de ellos, excepto tal vez en la igualdad de triangulos donde da la impresion
de que emplea la nocién de desplazamiento como sustituto de un axioma no
formulado. También, en la nocion comin 4: «Cosas que coinciden entre si son iguales
entre si», (Eves 1969) queda implicito que la superposicidn es el camino para probar
la igualdad de dos figuras, asi, supone un axioma de congruencia; deja entrever que
usd virtualmente la superposicion como movimiento sin deformar las figuras.

A pesar emplear con subrepcion las transformaciones, se puede afirmar que hay
ausencia explicita de ellas en este periodo. Como se vera mas adelante, la nocién
de transformacidn desempefia un papel importantisimo en geometria y por ende en
su desarrollo historico, esta nocion es fuente de construcciones y en ella radica la
esencia del estudio geométrico.

Este vacio en cuanto a transformaciones, podria tener sus causas en la influencia
que por aquella época ejercian la escuela platénica y la de Parménides, que
despreciaban el movimiento y el cambio como ajenos a la verdadera filosofia, en la
cual, las cosas deberian ser eternas e inmutables. Es muy posible que bajo este
punto de vista que propicia la estatica de los objetos y figuras, no se tomara en
consideracion el despla-zamiento de las mismas, esto explica por qué en las pruebas
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donde se emplea la superposicion, se omite aclaraciones al respecto y no hay en
esta geometria un axioma que permita trasladar, superponer, u otros movimientos.

Entre los aspectos que describen mejor el pensamiento griego se tienen:

8§ lasfiguras desempefian un papel protagdnico: se describen y se trabajan teniendo
en cuenta las relaciones que hay entre sus elementos;

8 lasrelaciones estudiadas son de tipo interno, particular a cada figura, sin tener en
cuenta el espacio que las contiene;

§ al comparar figuras entre si, yestudiar la congruencia, lasemejanza, la equivalencia
de areas, etc. hay ya un paso claro a lo inter-figural.

Geometria de los S XVII 'y XVIII

Enelsiglo XVII la matemética experiment6 una eclosion de métodos nuevos, los
genios de este siglo innovaron procedimientos, enriquecieron con sus aportes los
temas clasicos y crearon nuevas ramas en el pensamiento matematico. Respecto a
la geometria, Desargues (1591-1661) marco el nacimiento de una nueva geometrig;
Descartes (1596-1650) fusiond el algebra y la geometria en un nuevo método del
cual emergio la geometria analitica, la que subsidiada por el desarrollo del célculo
diferencial e integral alcanzd niveles insospechados por sus creadores. Se examina
ahora un periodo del desarrollo histérico de la geometria, que por el enfoque de los
problemas presenta caracteristicas definidas y diferentes a la concepcion esbozada
hasta aqui.

Para los siguientes desarrollos de la geometria, conviene separarla en ramas y
observar lo que en cada estilo de investigacion sucedid. Es de aclarar que estas no
se dieron paralelamente sino que hubo mutuo auxilio entre unas y otras, es mas una
cuestién de presentacion que de fundamento. Se esbozara brevemente la geometria
analitica, la proyectiva y las geometrias no euclidianas.

2. Geometria Analitica

Se aclara que esta geometria es mas un método que una rama de la geometria
general; el advenimiento de un simbolismo algebraico marca el punto de referencia
obligado para la geometria analitica, en el siglo XV1I aparecen Descartes y Fermat
(1601-1665), quienes pueden considerarse como sus pioneros; sin embargo, ninguno
de ellos invento el uso de coor-denadas o fue el primero en emplear métodos
analiticos; tampoco fueron iniciadores en aplicar el algebra a la geometria o en
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representar graficamente las variables, como también, ninguno de ellos trabajo esta
geometria en el sentido moderno. Son pioneros en el sentido de reconocer que una
ecuacion dada, con dos incdgnitas, determina una curva plana con respecto a un
sistema coordenado, ademas porque desarrollaron méto-dos algoritmicos para unir
la ecuacion y la curva correspondiente.

Cada uno enfocd el problema desde un punto de vista diferente. Puede resumirse la
idea de Descartes, en comenzar con el problema del lugar geométrico y obtener la
ecuacion del lugar; y la de Fermat, en comenzar con la ecuacion y deducir las
propiedades de su curva. A partir de ellos, los métodos analiticos y algebraicos
dominaron casi por entero el enfoque preconizado para el estudio de la geometria,
pues estos ofrecian técnicas para obtener resultados méas generales y uniformes. Sin
embargo, hubo quienes opinaban que esta forma de hacer geometria laceraba la
concepcidn, por entonces comun, de que la geometria era la ciencia del espacio, se
dudaba de si estos métodos permitian hacer una verdadera geometria.

A finales del siglo XVII1'y comienzos del X1X los gedmetras se enfrentaron en
controversias, de una parte los defensores del método sintético y de otra los que
recurrian al dlgebra y al analisis; los primeros apoyaban la elegancia, estética y
pureza del estilo meramente geométrico, los segundos defendian la eficacia de las
ramas mencionadas para encontrar soluciones y facilidad para generalizar las
mismas.

Luego, en el siglo XIX, Pliicker (1801-1868) ahondd en el estudio del método
analitico, junto a la escuela francesa precisé y extendié los métodosy el concepto
de coordenadas y generalizé varios problemas a espacios n-dimensionales con ayuda
del &lgebra; encontrd significativas contribuciones al desarrollo del mismo, descubri6
separadamente de Lamé, el principio de notacion abreviada, trabajo en coordenadas
empleando las coordenadas homogé-neas entre las cuales definio las trilineales.

La esencia de la geometria analitica esta en establecer una correspondencia entre
pares ordenados de numeros reales y puntos del plano, permitiendo una
correspondencia entre curvas del plano y ecuaciones con dos variables; asi mismo,
se establece una correspondencia entre propiedades algebraicas y analiticas de la
ecuacion con las propiedades geométricas de la curva. Para lograr estas relaciones,
fue necesario fijar la posicion de un punto por medio de coordenadas adecuadas,
hecho que tiene su origen en Apolonio y que para este tiempo, ya es una idea mucho
mas elaborada y por supuesto mas clara.
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En geometria analitica se procede asi:

8 Se transforma el problema o teorema inicial en un teorema o problema del
algebra o del analisis.

8 Se resuelve la situacion algebraica; colocamos las figuras en un sistema
coordenado de referencia, establecemos la relacién geométrica que mantiene el
punto movil unido al lugar geométrico, y traducimos la relacion anterior a una
ecuacion algebraica que se resuelve por métodos algebraicos.

8 Se invierte el resultado algebraico alcanzado en uno de la geometria
(identificando el lugar geométrico por medio de su ecuacion algebraica).

3. Geometria Proyectiva

Por otra parte, con Descartes y Pascal (1623-1662)en el siglo X V11, se encuentran
los primeros resultados matematicos para una geometria anteriormente enfocada
por los pintores renacentistas. En el Renacimiento los pintores y arquitectos se dieron
en latarea de representar lo tridimensional en una base bidimensional con un alto
grado de realismo, y perfeccion, algunos matematicos como Descartes se inquietaron
en prestar ayuda a los artistas y a los ingenieros, comenzaron con preguntas sobre
las propiedades comunes que tienen las secciones de una proyeccion, o cuales son
las propiedades comunes a las secciones de dos proyecciones distintas. En la
geometria proyectiva se busca una transformacion de las figuras y la transformacion
basica fue la que se denomind proyeccion, aunque también en el siglo XVI1'y XVIII
se estudio la involucion. (ver figura 1.)

Figura 1. Propiedades comunes a todas las secciones de una proyeccion.
Propiedades comunes a las secciones de dos proyecciones distintas.
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El descubrimiento de propiedades proyectivas fue anterior a identificar el grupo
proyectivo; la més afieja de las propiedades proyectivas invariantes corresponde al
producto en diagonal de cuatro puntos colineales o razén cruzada, propiedad que
conocid Pappus y seguramente, también Euclides.

Desargues (1591-1661) se ocupd de racionalizar la perspectiva estudio sus
propiedades y desarroll6 el procedimiento de la geometria proyectiva. Empled la
relacion anarménica en la demostracion de su teorema de los dos triangulos, el cual
se menciona aca pues ademas de famoso es atin hoy fundamental para la geometria
proyectiva. El teorema establece también una propiedad com(n a dos secciones de
un triangulo segun la misma proyeccion desde un punto fijo O, ver figura 2, plantea
que dos triangulos colaterales resultan ser coaxiales, propiedad valida ain en el
caso en que los triangulos tengan sus lados paralelos, pues las rectas paralelas se
cortan en un punto en el infinito y estos estan sobre rectas en el infinito. Luego
Poncelet (1788-1867), hizo de este resultado el fundamento de la teoria de las
figuras homoldgicas.

Figura 2. llustracion para el teorema de Desargues.

Poncelet, un gran gedmetra del siglo X1X, logré encontrar varias de las propiedades
que se mantienen invariantes por proyeccion; ademas, se preocupd porque la
geometria se independizara de algunas trabas que segun él, le restaban potencia,
afirmé que sin ellas la geometria tenia tanta efectividad como el &lgebra; una es la
dependencia de las figuras, y otra, los limites que imponen las figuras a las
conclusiones, las cuales son validas s6lo para los efectos de la demostracién; mostro
que en lageometria hay elementos infinitos, los cuales extendié a puntos imaginarios
y configuraciones imaginarias.
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Monge (1746-1818) trabajo en el método de proyecciones hasta entonces empleado
por Durero, clarificd los principios que le permitieron construir lageometria descriptiva
a partir de una técnica grafica, ademas de desarrollar el método, sugirio las
aplicaciones, e insisti6 en el valor pedagdgico de esta geometria. El fundamento de
ella es el uso de la proyeccion ortogonal y el conocimiento que se deriva de las
relaciones entre las proyecciones ortogonales de una misma figura. Varias propiedades
se conservan por proyeccion una de ellas es la rectilinearidad, también el nimero de
lados de las figuras se mantiene por proyeccion. En general, propiedades que se
relacionan con la alineacion de puntos, concurrencia de rectas, larazon doble, entre
las més sobresalientes, se mantienen invariables por proyeccién. La utilidad de esta
geometria descriptiva, derivada de la proyectiva, radica principalmente en dibujar
objetos tridimensionales, de tal manera que los sélidos puedan determinarse
completamente a partir de sus proyecciones en algunos planos, siendo posible
reconocer laformay deducir las caracteristicas del cuerpo a través de sus respectivas
vistas laterales. Actualmente sigue siendo un gran apoyo para arquitectos ingenieros
y constructores. La figura 3 basada en una ilustracion tomada del libro «Godel,
Escher, Bach» (GEB) (Hofstadter 1989), muestra las vistas de un sélido.

Figura 3. Adaptacion de una ilustracion de GEB,
muestra las vistas laterales de un sélido
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La influencia de Desargues en su discipulo Pascal es notable en lo que se refiere al
interés por las consideraciones de tipo proyectivo, este por su parte preciso el
meétodo de la geometria proyectiva y mostré varios problemas cuya solucion se
trata con tal método.

Elteorema de Pascal o «teorema del hexagrama mistico para una circunferencia» es
de tipo proyectivo, ya que la proyeccion de un circulo es un cono y las secciones
posibles seran elipses, parabolas o hipérbolas. El teorema expone otra propiedad
comun, una propiedad del circulo que se mantiene en cualquier seccion de cualquier
proyeccion, establece que los lados opuestos de un hexagono inscrito enuna conica
cualquiera, se cortan en puntos que estan sobre una misma recta llamada recta de
Pascal, LMN y L’M’N’ de la figura. El hexagono en el circulo original da origen a
un hexagono inscrito en la seccion cénicay las lineas que quedan en la primera
figura pasaran a ser lineas de las nuevas figuras. (ver figura4.)

M

Figura 4. llustracion para el teorema del hexagrama mistico
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Poncelet al retomar los estudios de la geometria proyectiva se basé en un principio
ya anticipado por los griegos, cuya relevancia no fue vista ni fue completamente
apreciado. Considerando una seccion de la proyeccién de una recta divida por
cuatro puntos. Los segmentos de la recta en la seccién no tienen igual longitud a los
de la recta original. Sin embargo se cumple (A’C’/ C’B’): (A D’/ D’B’) = (AC/CB):
(AD/DB) conocida como relacion anarménica o también razén doble, propiedad
de caracter proyectivo; la razon doble de las rectas OA, OB, OC, OD es tal que si
se forma una proyeccion de estas rectas desde un punto O» y tomamos una seccion
O’A, O’B’, O’C’, O’D’ formada en dicha proyeccidn, esta seccion contendra
cuatro rectas concurrentes cuya razon cruzada es la misma de las cuatro primeras.
(\er figura 5). La invariancia proyectiva de la razon doble fue aprovechada en
extenso por los gedmetras del S XIX.

Figura 5. La razon doble es un invariante proyectivo

Los éxitos de esta geometria se culminaron con uno de los mas bellos fundamentos
de la matematica moderna, el principio de dualidad que se basa en poder
intercambiar punto y recta en un teorema sobre figuras que estén en el plano y
obtener un enunciado con sentido; cada inversion de un teorema en esta geometria,
conduce a un teorema dual.

4. Geometrias no —Euclidianas

La importancia de las geometrias no euclidianas, una vez demostrada su consistencia,
apunta a mostrar como la geometria euclidiana no es mas que un caso particular de
la geometria, ademas con los modelos para la geometria lobachevskianay para la
geometria riemanniana se puso en tela de juicio que la geometria fuera la ciencia del
espacio.
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Saccheri (1667-1733), Lambert (1728-1777) y Legendre (1752-1833), cayeron
en el mismo paralogismo de Euclides: asumieron la infinitud de la recta. Sacheri se
propuso demostrar como la hipétesis delangulo agudo y del ngulo obtuso conducen
a una contradicciony asi por reduccion al absurdo la hipétesis del angulo recto seria
la Unica en verificarse; lo que llevaba consigo una demostracion del postulado de las
paralelas. Disimuladamente supuso la infinitud de la recta y elimind la hipotesis del
angulo obtuso, luego forzo una contradiccion, basada en elementos infinitos, para el
caso del angulo agudo. Si Sacheri se hubiera declarado incapaz de hallar esta
supuesta contradiccion, se le hubiera atribuido el hallazgo de las geometrias no
euclidianas.

A partir del siglo XV 111 quedaron sefialadas las otras dos posibilidades: mas de una
paralela, o ninguna paralela, pues el quinto postulado de Euclides en la versién
llamada de Playfair, conocida ya por Proclo, sefiala la unicidad de la recta paralela
gue se puede trazar a una recta dada por un punto exterior a ella.

El desarrollo mostrado desde el siglo XV11 hasta el siglo XIX, permite observar
cdmo a partir de las ideas primigenias de coordenada en Apolonio, de proyeccion
en Pappusy de transformacion en Euclides, mediante un proceso de reacomodacion,
reinterpretacion y enriquecimiento, se fueron perfeccionando, se gané mayor claridad
y precision en los métodos y se abri6 un horizonte méas prometedor para los avances
futuros en esta materia.

Tanto en los albores de la geometria analitica como en los de la geometria proyectiva,
se observa unrecurso a la transformacion: de curva a ecuacion y viceversaen la
primera; de involucidn y proyeccion ortogonal en la segunda. Sin embargo, no hubo
conciencia sobre el alcance de la nocion de transformacion, esta conciencia sobre
la potencia del mencionado concepto, sélo se alcanzd en el siglo X1X, la demora se
explica quiza en que aun no se admitia o no se concebia la naturaleza algebraica y
operatoria de las transformaciones. El paso de la aplicacion sobreentendida a la
utilizacion premeditada, es decir, a la conceptualizacion de transformacién, exige el
concurso del &lgebray del andlisis.

Geometria del S XIX
Este siglo es comparable a un semillero donde germinaron varias especies

geométricas, se inauguro la geometria algebraica y la topologia, se intensifico el
estudio de las curvas y de las superficies, se establecieron las propiedades de
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naturaleza métrica para la geometria euclidiana, las geometrias ndimensionales y la
geometria diferencial.

Se ha visto que el camino abierto por Pascal y Desargues hacia la geometria
proyectiva, y posteriormente, Monge y sus discipulos, amparados en su propio
tesdn y enel genio pedagdgico de su maestro, dirigieron el rumbo de esta geometria.
Enelsiglo XIX se determind claramente el uso de las transformaciones, basicamente
en descubrir propiedades de una figura particular a partir de propiedades especificas
de otra; después de Poncelet principal discipulo de Monge, las transformaciones se
consideraron en forma de correspondencias entre figuras, transformaciones afines,
lineales, rotaciones, homotecias, traslaciones, entre otras. Sin embargo, la geometria
proyectiva no se fundamentd hasta no considerar idéntica la figura inicial con todas
aquellas obtenidas de ésta por proyeccion, y hasta no independizar las propiedades
de la figura con respecto a las modificaciones causadas por la proyeccion. Al
comienzo de lageometria proyectiva se incorporaron los sistemas de transformaciones
como método fundamental de la geometria en un intento para dar a esta rama la
independencia del algebra, el mismo nivel de generalizacion, la flexibilidad y fertilidad
de lageometria analitica.

Plicker (1801-1868) empled el punto de vista analitico para obtener la expresion
algebraica de las transformaciones, y asi, se dejé de lado la rivalidad entre estos dos
estilos de investigacion y surgié con mayor evidencia un mutuo auxilio entre algebray
geometria. Ademas de los trabajos de Pliicker, el estudio del algebra lineal contribuyo
en geometria para que se diera el paso siguiente, la reflexién sobre los invariantes por
una transformacion, que si bien ya se habia iniciado, desde entonces se perfilaba
como el camino més seguro hacia el futuro de la investigacion en esta area.

La cuestion que embargd la atencion de buen nimero de matematicos fue la
independencia del postulado de las paralelas en el sistema de Euclides, todos la
asumian, pero les preocupd su independencia, es decir si este postulado es
demostrable a partir de otros. Gauss (1777-1855) pensé que no lo era, pero no
publicd sus ideas, mientras que Bolyai (1802-1860) y Lobachevsky (1793-1856)
y posteriormente Riemann (1826-1866), sorprendieron al mundo con la idea de
unas geometrias con tanta consistencia logica como la euclidiana, més adelante se
reconocié la geometria bidimensional euclidiana como la geometria ordinaria de
ciertas curvas como la esfera y la psuedoesfera. Con referencia a las geometrias no
euclidianas, se apunta su importancia para la algebrizacion de la geometria paso
siguiente en el desarrollo de toda el &rea.
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Llegando al final del siglo los investigadores proyectivos emplearon el método analitico
para hacer més fécil la investigacion de las propiedades invariables. En el &lgebra
las propiedades de las figuras son expresiones algebraicas y la transformacion
proyectiva de seccion a seccidn es un cambio de un sistema de coordenadas a otro;
de ahi se origino el estudio de la invariancia de las formas algebraicas, al cambiar de
coordenadas, y en la transformacion de coordenadas, la invariancia proyectiva
conserva su forma algebraica.

Desde el siglo XXy en lo sucesivo, se incorporaron los sistemas de transformaciones
como método fundamental de la geometria, lograndose asi la anhelada independencia
de las figuras y el grado de generalidad de ellas; bajo estos aspectos evolucionaron
las caracteristicas de un periodo nuevo con una forma particular y diferente de
enfrentar las cuestiones de la geometria.

Felix Klein (1849-1925) ensefid como definir distancia, medida de angulos en
términos de la razon opuesta, de ahi se hizo posible sostener que la geometria
proyectiva es anterior a la euclidea y por tanto puede considerarse como caso
especial de la primera, también mostré que las no euclidianas son casos especiales
de lamisma. El programa de Erlangen, obra de Klein, presenté una clasificacion de
las geometrias fundamentada en la proyectiva y caracterizandolas mediante los grupos
de transformaciones que les corresponden; de tal manera que cada geometria es el
estudio de las propiedades que permanecen invariantes bajo las transformaciones
del grupo seleccionado. Este programa permitié una definicion de geometria como
el estudio de aquellas propiedades de un conjunto S que permanecen invariantes
cuando los elementos de S se someten a las transformaciones de un cierto grupo de
transformaciones G.

Una diversidad de geometrias pueden estudiarse por medio de subgrupos del grupo
de transformaciones de una dada. Se establecié ademas una jerarquizacion de las
geometrias puntuales planas: el grupo de transformaciones de la geometria métrica
euclidiana es subgrupo del grupo de transformaciones de la geometria equiforme, a
su vez, el grupo de transformaciones de ésta, es subgrupo del grupo de
transformaciones de la geometria afin y éste es subgrupo del grupo de
transformaciones de la geometria proyectiva (ver figura 6.) De esta forma, la
geometria proyectiva contiene como subgrupos a los grupos de transformaciones
de las anteriores geometrias; los teoremas de la geometria proyectiva estan contenidos
en cada una de las otras, siendo la euclidiana la mas rica en teoremas.
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Geometria proyectiva

Geometria afin

Geometria centroafin

Geometria equiforme

Geometria métrica euclidiana

Figura 6. llustracion de la jerarquizacion de las geometrias puntuales planas

El estudio de las geometrias no euclidianas constituy6 un periodo importante en la
maduracién del programa de Erlangen, pues con ellas quedd claro que la euclidiana
no es mas que un caso particular de la geometria general. Klein puso de manifiesto
la naturaleza proyectiva de las geometrias no euclidianas; cada una de ellas es una
geometria proyectiva de una superficie de curvatura constante, asi, lageometria de
Lobachevsky es la geometria de una superficie de curvatura constante negativa; la
geometria Riemann, es la geometria proyectiva de superficies de curvatura constante
positiva. De este modo quedo establecida la independencia de la geometria proyectiva
respecto de la teoria de las paralelas.

Fue a partir del hecho de considerar las transformaciones como grupos cuando se
comenzo a reconocer el alcance de la estructura de grupo en el estudio geométrico.
Cuando Kleinadoptd la definicién de geometria, dejoé de tomarla como estudio de
propiedades de las figuras y la adoptd como el estudio de los diversos grupos de
transformaciones y sus invariantes.

Lateoriade tensores o célculo tensorial resulté de gran apoyo para los fisicos ya que
facilita expresar las leyes cientificas sin que varien al cambiar de coordenadas. Los
proyectivos iniciaron el estudio de los conceptos y técnicas empleados en la teoria de
la relatividad, sin que haya mediado una minima traza de prevision por su parte.

Triada Intra-Inter-Trans en la sociogénesis de la geometria

Se destaca el valioso papel que jugé la idea matematica de transformacion en este
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desarrollo. Transformar es el fundamento de la geometria, conocer sus antecedentes
histdricos y los métodos que median su larga evolucion, permiten tomar conclusiones
epistémicas.

Los antecedentes histdricos de la nocion de transformacion se remontan a las
contribuciones de los griegos, en la rudimentaria idea de coordenadas de Apolonio,
en las modificaciones sucesivas de una figura que tiende hacia un limite con
Arquimedes y en el tenue empleo de transformacion en Euclides y por proyeccién
en Pappus; sinembargo, como ya se ha sefialado, puede decirse grosso modo que
no hubo un manejo formal de transformaciones en esta época.

Posteriormente Desargues y Pascal empleando ideas sencillas elaboraron los
cimientos de la teoria de las proyecciones; asombra el hecho de que a pesar de la
sencillez de tales conceptos no se hayan aplicado y transcurrié mas de un siglo para
su expansiony empleo. La nocion de transformacion sélo puede precisarse a través
del algebray el andlisis, este el argumento para dar cuenta de este retraso, pues
estas dos areas se desarrollaron hasta el siglo XVIy XVII.

Mas tarde este concepto atraviesa un periodo largo de exploracion marcado por el
apogeo sobresaliente de la geometria proyectiva. La diferencia entre métrica y
proyeccion se formuld luego con Klein, quien sujetandose de la potencia del concepto
de grupo, consider6 el grupo de transformaciones sobre un conjunto como
instrumento para distinguir los diferentes tipos de geometria y la independencia de
las figuras.

Anterior al proceso de algebrizacion, transformar era un movimiento intuitivo,
lo que traia serias limitaciones, toda vez que se aplicd a un caso particular se
extrajeron propiedades sin lograr expresar la estructura y sin globalizar el rol de
este desplazamiento. La teoria de grupos permite reformular profundamente y a
otro nivel la nocion basica de la geometria. Tanto en estado embrionario como
intuitivo el pensamiento de transformacion, fue empleado como herramienta,
sin lugar a reflexiones sobre su significado e importancia. La transicion del uso
implicito al consciente, es la conceptualizacion o tematizacion en palabras de
Piaget, este desfase entre uso y tematizacion no es cuestion del azar, para este
caso, se debid al método analitico, cuyo proceder y fundamento a su vez se
deben al algebra; la operatoria, caracteristica inherente de las transformaciones
algebraicas, constituye la base de la conceptualizacion de la transformacion en
geometria.
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En el periodo en que la geometria es subsidiaria del lgebra, las transformaciones se
trabajan por medio de ecuaciones, la geometria aparece al comienzo y al final del
procedimiento, como traduccion del resultado de transformaciones algebraicas.
Recurrir al dlgebra explica también la diferencia conceptual entre los griegos y adn
entre Desargues y Pascal, con respecto a los gedmetras del siglo XIX, pues los
primeros no poseian el instrumento operatorio capaz de revolucionar el método
geométrico, esto es el grupo de transformaciones.

Elexamen resefiado permite distinguir tres aspectos diferentes del empleo del algebra,
cuya divergencia radica en la concepcién y en el alcance de la aplicacion, cada uno
marca a su vez tres grandes etapas en la gesta sefialada; esta demarcacion se basa
en los estudios de Piaget (1982), siguiendo sus lineamientos, la triada Intra-Inter-
Trans, para el caso de la evolucion geométrica, se traduce en las tres formas de
aplicacion del algebra a la geometria; la diferencia en el modo de aplicar el algebra,
establece periodos con un determinado tipo de anélisis de los problemas geométricos.

Aplicacion traductiva del algebra

Sin pretender hacer exclusion alguna, Unicamente teniendo en cuenta los més
sobresalientes pensadores, este periodo puede tomarse desde Euclides hasta
Descartes y Fermat, en donde a grandes rasgos se recurre a una aplicacion traductiva
del algebra; con este nombre se quiere designar al periodo caracterizado por el
estudio de las figuras, los cuerpos, las curvas, a través de relaciones internas entre
los elementos de dichas figuras o cuerpos sin considerar el espacio total. Las
transformaciones se emplean al interior del espacio que las comprende, y se mantiene
un cardcter local e intrinseco. La relacion entre los elementos de una figuraen un
problema particular es traducida al algebra, esto se observa desde Apolonio, en sus
analisis de las propiedades de las conicas; las relaciones que pueden establecerse
algebraicamente corresponden a relaciones estrictamente internas entre los elementos
de una figura determinada, adin en la relacion algebra-geometria lograda con Descartes
y Fermat, las transformaciones que se emplean se hacen al interior de la figura, no
alcanza a adquirir el caracter general de un método, pues se trataron curvas
particulares con ecuaciones especificas.

Por las caracteristicas de este periodo se puede decir que es una etapa en la cual
prevalece un andlisis de tipo intra-figural, aunque -como se observo arriba- también
hay predambulos de analisis de tipo inter-figural, y aparecen los gérmenes de las
transformaciones.
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Aplicacién del concepto de funcion

Una segunda etapa, desde Descartes-Fermat hasta Poncelet, de tipo inter-figural,
corresponde a un periodo en el cual se aplica el concepto de funcién en geometria;
este tipo de aplicacion  del algebra, pone en relacion las figuras entre si, se buscan
transformaciones que relacionen las figuras segun diversas formas de
correspondencias; las cuales se consideran explicitamente inmersas en el espacio o
el plano que las contiene, tenido en cuenta al expresar la funcion.

Es una época marcada por el uso de las funciones y de las transformaciones tomadas
como caso particular de ellas, sin llegar a subordinarlas en una estructura algebraica
del espacio sino mas bien, una serie de construcciones que deben efectuarse para
ajustar el algebra al espacio y reciprocamente.

Se inaugura con el método analitico de la geometria que lleva este nombre, y continGia
con la geometria de las proyecciones; se encuentran ideas de simetria de figuras
traducidas al algebra en términos de cambios de ejes coordenados y ejes de rotacion.
Dada la caracteristica de relacionar figuras con otras en un mismo espacio, se le
adjudica el nombre de periodo Inter-figural.

Aplicacion de estructuras algebraicas

En la Gltima etapa acudimos a una aplicacion de una estructura algebraica, no se
establecen correspondencias punto por punto entre dos o mas figuras, sino
correspondencias entre los elementos de una estructura dada. Se deja de transformar
una figura en otra manteniendo sin variacion algunos elementos, para estudiar la
estructura que opera sobre un conjunto de transformaciones. Se conceptualizan las
transformaciones, se conciben colectivamente en un conjunto en el que acttia una
operacién de segundo orden, la composicion, que le confiere al conjunto de
transformaciones la estructura de grupo, enella se analizan las propiedades comunes
de las diversas correspondencias entre figuras.

La principal manifestacion de este tipo de estudio es el Programa de Erlangen, y por
este modo de enfocar la investigacion es denominado Trans-figural. Se abstraen
totalmente las figuras y se trabaja indiscriminadamente bajo las transformaciones,
centrando la atencion en estas no en la figura como objeto central, tal es el caso de
la etapa anterior, cimentada en comparar figuras como imagenes y pre-imagenes de
las funciones.
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Entre uno y otro periodo hay una reinterpretacion del fundamento conceptual, lanocion
de transformacion. Hay reconstruccion de lo conquistado anteriormente, en términos
Piagetianos, hay una reorganizacion de los conocimientos influida por nuevos puntos
de vista, que no se limita a acrecentar, por el contrario, se asiste a una reinterpretacion
y reorganizacion de los conocimientos basicos ya asimilados en forma dispersa.

El mecanismo cognitivo encontrado a lo largo del recorrido histdrico, ilustra el proceso
de asimilacion del algebra a la organizacion de los conocimientos geométricos que
se tenian hasta el siglo XV11, y laacomodacion de los conocimientos operatorios
derivados de la geometria analitica, para conseguir un panorama mas prometedor
para la geometria, que permitio reinterpretar y expresar sus fundamentos. No s6lo
se trata de una nueva armazon para el pensamiento geométrico, sino que es el
terreno abonado para generalizar la geometria adquirida en épocas precedentes.
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