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Resumen

Mediante el algoritmo de Lie se pueden
encontrar soluciones, con su respectiva
clasificacién, para las
diferenciales ordinarias (EDO); ademas, se
puede reducir el orden de algunas
ecuaciones. Existen ecuaciones de segundo
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orden que no se pueden reducir ni
solucionar, como lo son las ecuaciones
trascendentes de Painlevé, puesto que solo
admiten el grupo de simetria trivial
(Clarkson, 2005). Aqui se dan a conocer
algunos grupos de simetria que admiten
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diferentes EDO de primer, segundo y
tercet orden, con soluciones
respectivas, encontradas en su mayorfa a
partir de los casos particulares, que son
soluciones del sistema que resulta de la
anulacion de la funciéon que define la
ecuacioén diferencial, en la respectiva
prolongacion.

sus

Palabras clave: Grupos de Lie,
Invariantes, Ecuaciones diferenciales
ordinarias, Grupos de simettfa.

Abstract

By means of the Lie algorithm can be
found solutions and their respective
classification for the ordinary differential
equations, (ODE) besides it can be reduced
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the order of some equations. There are
the second order equations, such as the
transcendental equations of Painlevé that
can not be reduced neither solved, because
the admission is only for the trivial
symmetrical field (Clarkson, 2005). Here
are shown some symmetrical groups
classified as ordinary differential equations
of first, second and third order with their
respective solutions, found mainly in their
particular cases. These are solutions to the
system that result from the annulment of
the function which defines the differential
equation in its respective prolongation.

Key Words: Lie Groups, Invariable,
Ordinary Differential Equations,
Symmetrical Groups.



Solucién de algunas ecuaciones diferenciales ordinarias mediante sus grupos de simetria "!

Introduccion

Se le llama grupo de Lie a una variedad diferencial G con una estructura de
zrupo, tal que la operacion del grupo y la inversion del grupo

\ ( Xi(&,b)egxg—m*beg;aeg—m*leg,

son diferenciables. Habitualmente se denota con e € G el elemento neutro del grupo y
con notacién multiplicativa la operaciéon del grupo.

Una de las ideas subyacentes en la nocion de grupo de Lie es la de movimiento. El
grupo de Lie por excelencia es el de los movimientos rigidos en el espacio, los cuales no
s6lo forman un grupo, dado que la composiciéon de dos movimientos es un nuevo
movimiento, sino que ademas el nuevo movimiento depende "suavemente" de los dos
dados (ver (Campos, 1992), (Faro, 2003) y (Olver, 1993)). Asi, teniendo algunas soluciones
de las ecuaciones diferenciales se pueden calcular otras soluciones de dicha ecuacion a
partir de las conocidas.

"Se sabe, desde diversos enfoques, que una ecuacion diferencial de primer orden admite
grupos de Lie; lo que desafortunadamente no se sabe salvo en raras ocasiones, es como
encontrar los coeficientes ¢ y & de un campo de vectores respecto a cuya primera
prolongacién la ecuacion sea invariante; esto se debe a que ¢ y & han de satisfacer
condiciones diferenciales. En este sentido, el mayor problema consiste en averiguar el
método para resolver ecuaciones diferenciales" [4. pag 69]. Es por esto que en este
articulo se toman casos particulares que satisfacen el sistema.

El presente articulo resume las ideas expuestas en el proyecto de grado presentado por
los autores en la Escuela de Licenciatura en Matematicas de la UPTC (Gomez y Hueza,
2000).

1. Solucién de algunas Ecuaciones Diferenciales Ordinarias mediante
sus grupos de Simetria.

Si una ecuacién diferencial ordinaria admite algin grupo de simetria uniparamétrico,
éste tiene un generador infinitesimal de la forma

+o(au) 5,

v=_¢(z,u)—

Oz

el cual se prolonga mediante la expresion

Uy

0 0 0
)y ¢~ -~ J n)\_~
Pr V—fa +¢8 + EJQS(x,u ) (6).

35
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Tentendo las
prolongaciones del
campo vectorial v
se pueden
encontrar los
grupos de simetria
de las ecnaciones
difereniales
ordinarias, pero
para esto se deben
tener en cuenta los
siguientes
teoremas, cuya
prueba se
encuentra en

(Olver, 1993).
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Los detalles sobre estos resultados se encuentran en (Bluman y Kumei, 1989) y (Olver,

1993).

Para el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, las tres primeras prolongaciones
son:

a a . a3
(1) N I Wl : - .2
Prit'v Eﬁm —l—(Dau—l- (&g + (0, — & e — u2E,) P
Pri¥v §£+¢-i+ (&, + (0, — £ Ju —u2E,) 9 +io + {20, —& Ju. +
ax 811- = g ™) TS T auz ol VEn BT £
[:':")u - 25’;) uIE - 3£uu:zuz + ((.D-uu - 2£:u) u’i - Euuuz) aa -
U
a a ‘ a
By = : ; — — 2 —_
Prv ‘faI +$8’u.+ (G):z: + (ou E:,}u: u.’:‘fu) 8'{1 + {G)z:r: +

3 0

2
- S'Euu-rru-“: + ((-Duu - 2Ezu) Uy — guuua:j

(quxn - ‘fa:.z} U + (Qu - 25:) U auzx

+(¢w:a: + (3@2:51; - 'fzxz}ux + (30:1:7.: - 3523:)“'13 + (3(’;}:1:11\-1 - ggzru)u'i +
(3 — 9 ) ttattne + (D, — 38 Ntane — Sguuirz — 4 Uy Upgn — Gguuuiu-'ﬂi’ +
( ,

- 3§ua'uj 'll',g_ - Euuuu:) o

Puun .
a'-L‘E':m::r:

Teniendo las prolongaciones del campo vectorial » se pueden encontrar los grupos de
simetria de las ecuaciones difereniales ordinarias, pero para esto se deben tener en
cuenta los siguientes teoremas, cuya prueba se encuentra en (Olver, 1993).

Para todos los casos se considera que M es una subvariedad de un espacio euclidiano X
U, donde X, isomorfo a R? y U, isomorfo a R% son llamados respectivamente el espacio
de variables independientes y el espacio de variables dependientes.

Teorema 1. Teorema de invariacion local. Supdngase que

Ay (z, u(")) =0

k=1,2, .., 1 esun sistema de ecnaciones diferenciales de rango mdximo definido sobre M — X x U,
5i G es un grupo local de transformaciones actuando en M, y

Pr®y [Ak (z’, u(”))] =0

k=12 ..,/ cuando

Ay (z, u(")) =0
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para todo generador infinitesimal v de G, entonces G es un grupo de simetria del sistema (6).

Es decir, dadas algunas ecuaciones diferenciales ordinarias que admiten un grupo de
simetria, este es generado por el campo vectorial

5] 15]
V=§($,u)$+¢(x,u)%

si y solo si el prolongamiento correspondiente del campo vectorial satisface el sistema
diferencial que se deriva de dichas ecuaciones. LLos métodos para solucionar los sistemas
de ecuaciones que resultan del prolongamiento estan fuera del alcance de este trabajo,
luego se optara por tomar casos particulares con algunas restricciones, en especial para
el prolongamiento del campo vectorial de las ecuaciones de primer orden.

Para encontrar el grupo de Lie uniparamétrico admitido por una ecuacioén diferencial
ordinaria hay que determinar el par de funciones &(x, #) y ¢ (x, #) conocidas como los
coeficientes del generador infinitesimal.

Teorema 2. Una funcion f : M —> N entre variedades, es invariante respecto de un grupo G siy solo
5iv(f(x)) = O; para cada generador infinitesimal v de G, (Bluman y Kumei, 1989).

. . 1C9 SR\
1.1. Ecuaciones de Primer Orden
Los métodos para

Para empezar el estudio de las simetrias de ecuaciones diferenciales ordinarias es S0/ucionar los

conveniente analizar las de primer orden, teniendo en cuenta que las formulas de las S%7eras de

ecuaciones que

prolongaciones dadas por (6) son mas simples. Ademas se consideran aquellas que son
resultan del

presentadas en un curso tradicional de ecuaciones diferenciales, para ver aca un enfoque

diferente de ellas. prolongamiento
estan _fuera del

alcance de este
trabajo, lnego se
optard por tomar
U, = F (E) casos particulares
con algunas
restricciones, en
luego si se hace especial para el
prolongamiento

U) del campo

’ vectorial de las
ecuaciones de

Ejemplo 3. Una ecuacién diferencial homogénea tiene la forma

primer orden.
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al evaluar A en la primera prolongacion

d 0 0
Privv(d) = |&o +0mm+ (0, + (0, — &)ue —16,) 5 ] -7 ()]
512fl - d)lf/_‘_(bx + ((bu - E:t)ux - uiguﬂ
T T

y aplicando el teorema 1 (de invariacion local) resulta:

§£2f' - ¢lfl+¢z + (0, —€)f — f?€,=0 cuando A =0
z x

Como ‘y no dependen de una funcién entonces resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

0, = 0 (1)
g%—% =0 (®)
¢, —& =0 (3)
§. = 0. (4)

De (4) se tiene que & no depende uy de (1) se tiene que ¢ no depende x, luego resulta:

(9) =6-0 = 0

ahora derivando a (3) respecto de u se obtiene:

Guy — € =0 — 0y = &4, = 0 luego [, = [a y & = au+ b por tanto
(6) ¢ = au + b y reemplazando (6) en (2) se tiene

bx
= —ax — —.
u
Finalmente derivando respecto a u;
bx
§u = ﬁ = 0)

como x# 0y ## 0 entonces b = 0 resulta:

£ = —az
¢ = au+b.
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Donde a y b, son parametros. Se puede considerar una base para el espacio tangente a
la variedad solucion, al tomar los valores particulares de a y de b segun la siguiente tabla:

b
110
0|1
de la cual resultan los generadores,
N 0
Vi = —2— +u—u-
! Tor T ouw Y
v — ﬁ
? du’

Ahora, con los generadores se pueden encontrar las ecuaciones del grupo de simetria,

paravl

r = ze?

u = ueP
Para v2 resulta:

U = p+u,

5: - )

entonces los grupos que admite la ecuaciéon son

G, = (&,a)= (xe“’,ue”)

Gy = (Z,u4) = (x,u+p)

Lo siguiente es encontrar los invariantes de v,. Para esto se deben encontrar las funciones
y que satisfagan las siguientes condiciones

15} 1o}
. a¢ o¢
vi(Q) = —ag, +ug, =1
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ECIEFTTTICY
Una ecuacion
diferencial
ordinaria se puede
transformar en
otra con un
cambio de
variable, partiendo
de este hecho es
que las variables a
las que se pretende
cambiar, son
precisamente los
invariantes del
grupo admitido
por dicha ecuacion
diferencial, de esta
manera se pueden
encontrar
diferentes
soluciones de la
ecracion
diferencial

original.

FC§ ke R\=a

Se desarrolla el sistema caracteristico asociado a cada campo vectorial (Olver, 1993),

dz _ & : dz _ [d S
& — g integrar — [ % = [ % 4 ¢ se obtiene:
Inx Inu+c
u
¢ = In— luego:
x
e = ¢
x

procediendo de la misma manera se encuentra que:

u

n o= —
x

¢ = In|z|.

De manera que las funciones | y { dejan invariante la ecuacién diferencial.

1.1.1. Transformacion de la Ecuacién Diferencial con las nuevas coordenadas

m, §).

Una ecuacion diferencial ordinaria se puede transformar en otra con un cambio de
variable, partiendo de este hecho es que las variables a las que se pretende cambiar, son
precisamente los invariantes del grupo admitido por dicha ecuacién diferencial, de esta
manera se pueden encontrar diferentes soluciones de la ecuacion diferencial original.
Los siguientes ejemplos se desarrollan para ecuaciones obtenidas en (Boyce y Di Prima,

1997).

Ejemplo 4. Si se tiene que la ecuacion homogénea u, =%+ ( 5)2 que admite el siguiente

grupo de simetria
Gp(z,u) = (Z,0) = (ze™P, ueP),

donde los invariantes son (1,¢) = (%,In|z|), entonces despejando z y u de n y ¢ se
obtiene:

= e(

ne°.
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Haciendo

du nesd¢ + edn
dz e<dC

dn

¢

y reemplazando x y u en la ecuacién original se tiene:

du ne<+ net 2
de €S es

= 477
luego
dn 2
= n

asi que la ecuacion transformada con las nuevas coordenadas es:

¢

1 1
—— =, dedonde ( = ——+c
dn 1 U

Reemplazando por las coordenadas originales resulta :
x
Injz| =—=+¢,
u

la cual también es solucién de la ecuacién original. Como se comprueba al derivar
implicitamente. Utilizando otro grupo que admita la ecuacion resulta un proceso similar
y se encuentra otra soluciéon de la ecuacion.

Ejemplo 5. Se encuentran algunos de los grupos de simetrfa de la ecuacién

uy + 32%u = 22 (1)

Mediante el mismo proceso, se obtiene que:

41 Epucacion v Ciencia - Nom 10 . PRIMER SEMESTRE. Ao 2007 + Pia. 33-54
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39y oera
en especial como

es cualquier
Sfuncion que
depende de u se
puede escoger M(u)
= u: Abora para
el cambio de
coordenadas de la
ecuacion (1) se
tiene 1 = u
entonces dn =

duy § = {15

SRS L~ 1740
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Se puede ver que para vl los invariantes son n(z,u) = n(u) y ((z,u) = {(z) = $2%, en
especial como es cualquier funcién que depende de u se puede escoger M(u) = u:
Ahora para el cambio de coordenadas de la ecuacion (1) se tiene | = u entonces dn =

duy { = { V2x% luego

v2¢,
1 .
el

de lo cual se tiene que la ecuacién transformada es:

d_n__ 1
i ¥2¢

2¢(1 - 3n) @

de donde se obtiene la siguiente funcion que es solucion implicita de la ecuacion ordinaria

2.

1 1 292 3

Analogamente se procede cuando se trabaja con otro generador.
Ejemplo 6. Dada la ecuacion:

Uy =1+ 22— 2zu+u? =1+ (z —u)? ©)
para encontrar algunos grupos de simetria y posteriormente hallar las funciones
invariantes y la ecuacioén con nuevas coordenadas., se trabaja de igual manera que en los

ejemplos 4 y 5.

El campo generador en este caso es:

V=C%+C%,

asi, las ecuaciones del grupo que admite la ecuacién son

z ecp+zx,y
U = cp+u.
42
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Por tanto G, (x, #) = (¢p + x;, ¢p + #) teniendo en cuenta especialmente cuando ¢ = 1; se
pueden encontrar las funciones invariantes. dx = du — x = # + ¢, haciendo ¢ = 1,
resulta M(x, #) = x - #: Para encontrar la funcién §, dx = du = dC; suponiendo que { es
independiente de #, (x) = x, por tanto

(777C) = (:r—u,x), (4)
despejando de cada funcién invariante = ¢ — ¢ y u = ( — ) — ¢, luego

du_d¢—dy ., dn
de  d¢ dc

y de la ecuacion original se tiene:

du

ekl 2 9~ (r -2\ 2
Iz = 1T =20(C =+ (C—n)" =1+,

. . ., d . . . , .
asi que —%Z =n?y resolviendo la ecuaciéon — o7 = dC se obtiene la solucion implicita:

1
Q=;+Cl. (5)

Reemplazando { y M en (5) por las expresiones en (4) se tiene

T+4+c= ,
T —u

la cual también es solucién de la ecuacién (5), se puede comprobar derivando
implicitamente.

Ejemplo 7. Considérese la ecuacion

uy = ru — ku?,r k € Rt — {0}. (6)

Para esta ecuacion se hacen tres consideraciones (a), (b) y (c) con el fin de encontrar
algunos de sus grupos de simetria.

(a) Si £ =0y ¢, =0, resulta el campo de vectores

V= (T’LL — ku2) c—

ou’
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para encontrar las ecuaciones del grupo se resuelve el siguiente sistema asociado

di  di

au a2
dp ydp (ru ku).

Teniendo en cuenta que se cumplan las condiciones iniciales 4(0) = u y #(0) = z,
entonces la ecuacién (6) admite como grupo de simettia a:

y2u
Gp(z,u) — (x, L) .

r — ku + kueP”

Ahora se procede a encontrar los invariantes (cuando ¢ = 1). Para M se deduce que
n(z,u) = n(z), es decir, cualquier funcién de x es invariante, en este caso se hace N = x

y de
du
4
(ru — ku?) ¢
se tiene
1 1
== - - - 7
¢ rlnu rln(r ku) . )

Despejando x y u de los invariantes, y posteriormente reemplazando en (7) se obtiene

1
r=-ln——+C
r r—ku

Esta ultima ecuacion es una solucién implicita de la ecuacion (6).

(b) Si se tiene en cuenta ahora las condiciones ¢ = 0 y £, = 0,, resulta E= c; por tanto el
campo de vectores estd dado por

y las ecuaciones del grupo son 4 = u y & = ¢p + z, ademas los invariantes son

n = nu),
= cx.

N
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y resulta la siguiente solucién de la ecuacion de Bernoulli (ver Campos, 1992).
llnu— lln(k:u—r) =xz+c
T r

(c) Dado que (6) también admite el grupo generado por el campo:
9

2 _—rzx
v=u-e -
ou

se pueden calcular los invariantes y otras soluciones de la ecuaciéon con un proceso

similar al utilizado para (a) y (b) (Campos, 1992:79).
Ejemplo 8. Para la ecuacion
e”sinu + e” cos (u) uy = 0. (8)

Sise considera nula se tiene que £(z) = cte ¢ £(u) = cteentonces se satisface la ecuacion
anterior, en especial si se elige § = 1 se tiene el siguiente campo de vectores.

donde el grupo de Lie es G,(x,u) = (z + p,u). Para los invariantes se tiene:

n= @,
en especial p(u) = u, y ( = z , luego:
dn
d_C = tan(n)
—In(sinnp) = (+c

haciendo cambio de variables se tiene:

In(sinu) =z +¢

que es una solucién implicita de la ecuacion exacta (8).
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XCF - SR\

Reemplazando en
las posibles
derivadas que
aparecen en el
sistema (9)-(12),
con el fin de
encontrar el menor
ndimero de
constantes
yreemplazando en

(10)5 (17),

1CH - LR\

1.2. Ecuaciones de Segundo Orden

Ejemplo 9. Para determinar los grupos de simetria de

uze = 0 (Ecuacion diferencial de la particula libre),

se utiliza la férmula de la segunda prolongacion y el proceso es similar al que se utilizo
para las ecuaciones de primer orden.

Pr(z)VA:¢mz + (2¢xu - gzz) Ug + (d)u - 25:2) Uz — 3€uu$$u-’t + (('buu - 2£:cu) ui - guuuz7

teniendo en cuenta el teorema 1, Pr(2)v(A) = 0si A = #_ = 0; reemplazando #__ por 0
resulta un polinomio, que de acuerdo con sus variables y con sus coefientes se tiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

0 = ¢, ©)
0 = (20,,— &), (10)
0 = (dpu—22a), (1)
0 o (12)

Como las soluciones del sistema (9)-(12) han de ser analiticas, se prueba de forma
tentativa con las posibles soluciones de las formas:

E(z,u) = ag+ a1x + agu + azx? + agxu
o(z,u) = bo+ bz + bou+ bgzu + bsu?

Reemplazando en las posibles derivadas que aparecen en el sistema (9)-(12), con el fin
de encontrar el menor nimero de constantes y reemplazando en (10) y (11), resulta
by = as y bs = a4,; respectivamente, luego las ecuaciones se pueden escribir asf:
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E(z,u) = ag+ ayx + agu + byx® + bszu
é(z,u) = bo+ bz + bou + byru + bsu?

Asi que las constantes obtenidas al integrar son a, a,, a,, b, b, b,, b,, b, y para encontrar

los campos vectoriales se considera la siguiente tabla:

]
)
Q
=
=
)
oS
S
L~
=
o
N
o~
~

~ oo oo oo

DD DD | D~
DD DD DO~ D
QDD DD
DD DO~ DD
DD O DD D
D[ = DD QDD
DD DD DD

y por lo tanto los generadores infinitesimales del grupo estan dados por:

vy = 9 :
1 - 8.’[:’
0
Vg = IT—;
2 oz
Vg = u2
3 - 81"
d
Vv, = —
4 ou’
— a »
Vg = ZL'au,
_ 9.
Vg = Uau,
v, = z?—— —I—xug'
T Ox ou’
Vg = auz—+ u22
8 - ox ou’
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Ahora, mediante integracion se obtienen las ecuaciones respectivas del grupo asociado
a cada campo vectorial.

G1 = (p+z,u),G2= (exp(p)z,u),

GS = (up+a:,u),G4=(:L‘,p+u),
Gs = (z,zp+u),Ge = (z,exp(p)u),
-1 —u
G7 = 3
p—3 (p-3)z
- —1
Gy = hd

(P-2u'p—y

Los respectivos invariantes son:

Ny = Inz; (=
¢ z
L= T] = X = —,
3 158 T,
= Ny = T;C4=u.
¢ u
MNs = Z;65= -
’ x
ECTEFT TGN N = Inu;Ce=2z.
u -1
. L.dj funciones o= it =
invariantes de los z . —1
primeros seis s = Cg = w
grupos no

convierten la

ecuacion en algnna 1 as funciones invariantes de los primeros seis grupos no convierten la ecuacién en
olfra muentras que  alouna otra mientras que los invariantes del séptimo y octavo campo vectorial la convierten

los invariantes del  en una ecuacién un poco mas complicada de solucionar que la original.
$éptimo y octavo
campo vectorial la
convierten en una
ecnacion un poco Ejemplo 10. Dada la ecuacion
mds complicada de
50/””0””?’{6 la T2Upe + QU + Bu =0, >0 o,8cR. (13)
original.

395 Swerna (4 Sid =cte, f =0,0=0yE& = cte entonces
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_ o0
v dxr OBu
n = z-u (—u

(b)) Sid=0,B#0;0=0y& = cte entonces

.
V7 o
n = u (==
ey
a2

Las funciones invariantes de () y (/) no transforman la ecuacion (13).

©Sid=u©,=0, a=0yE=0 entonces

(c) Sio=u, 8=0,a#0yE&=0 entonces

a

v = u—
du

7 = x, (=lnu
d o

-
n =z
a
Inu = —ce*

T

Esta ultima ecuacion es solucion de la ecuacion diferencial dada, la cual cumple las
condiciones del punto (c).
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1CIg SR\

Las ecuaciones de
Painlevé solamente
admiten al grupo
de simetria trivial,

SRS L~ 1740

1.2.1. Ecuaciones de Painlevé

{(P1} tpy 6u? +
(P2} sy 20’ + zu +
1 1 24+ 3 5
{Pg} Upy — 71,-_2 — —tiy + % +,}.u3+ g
z u
1 2 3 3 Aoy 2 2 ) .3
(P4) Upy = Euz—iﬁ + dxu —|—2(.'L' —Q)U+EF
1 1 1 (w—1) 3 v Su(u41)
P5 zr - 2_ - -— ————— . = i il Sl iy 2
( }u (2u+u—l)ux :cu 22 (au—i—u + . + N

1{1 1 1 1 1 1
(P} 11y, = —(—+ + )ui—(—+ +

)'u::+
x

2y u—1 u—x x -1 u—
u(w—D{u—2x)f 3z ~{z-1) da{z—1)
22 (x — 1) {a—l— u? + {u— 1) * {u—z)? }

Las ecuaciones de Painlevé solamente admiten al grupo de simetria trivial. Se mostrara
este hecho para las ecuaciones P1 y P2:

Ejemplo 11. Para la primera ecuacion de Painlevé

Ugy = 6UZ +

se tiene:

251) Uzz — 3£uuzxum

Reemplazando w,, por 6u? +

3£u (6u2 + .’L‘) Ug + (<Duu. - 251:11) ui - guuui

2¢,) (6u® + z) —

es un polinomio y se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
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0 —£ — 12up+o,, + (¢, — 2€,) (6u® + 2)
0 _guu
cuya solucion es:
d) —
& =

y por tanto la ecuacién admite tinicamente al campo vector nulo.

Ejemplo 12. Si para la segunda ecuacion de Painlevé;
Upg — 203 —zUu — =0

se realiza el proceso inmediatamente anterior, resulta el siguiente sistema de ecuaciones:

0 = —uf—¢(6u+2a)+d,, + (o, —2,) (2u® +zu + a)
0 = (2044 — £4a) — 36, (2% + 2u + @)
0 = ¢4, — 2.
0 —Eor ECTERTTTICY
En las EDO de
que al resolverlo arroja como resultado tercer orden, el
proceso es andlogo
6 = 0 al de las
£ = 0. anteriores 1ipos de

ecuaciones 5o
Es decir, la ecuacion solo admite al grupo trivial. que s¢ uliliza la
tercera
prolongacion para
hallar los
coefictentes del
1.3 Ecuaciones de Tercer Orden generador.
39y oera
Enlas EDO de tercer orden, el proceso es analogo al de los anteriores tipos de ecuaciones
s6lo que se utiliza la tercera prolongacion para hallar los coeficientes del generador.
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Ejemplo 13. En este caso se hallaran los grupos de simetria para la ecuacioén de Blasius

Prandtl
1
TTT a Yz =0.
U +2u U

Se calcula Pr(3)v y allf se reeamplaza ug,, por —iu,,u cada vez que aparezca de donde se
obtiene un polinomio, del cual se obtienetiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Variable | Coeficiente
d)EfBu + 2®.‘3$1‘
(2¢a:u — sz) u+ 2(3¢mzu_£x:r::r)

bees,

5

Nog.

1

2

3 Uze o+ (éu — 253:) U+ 2(3¢xu_3£:¢x) + (_¢'u+3£m)u
T [0 T ut 20,3

s Ugpz Uy 2(3¢uu_9‘fzu) +&,u

6 u?::c _651;

7 0 | €0t T2 (G — Fur)

8 U Uy —12¢,,

9 |u 2

Es necesario que cada uno de los coeficientes sea cero; obviando las ecuaciones que no
son necesarias resulta el siguente sistema de ecuaciones:

0 = dpti+ 205, (1)
0 = (20, — &) v +2(30,4, — €oga) (2)
0 = o+&u+6(dz — us) (3)
0 = ¢uutbd,, (4)
0 = 6o, (5)
0 = 204, (7)

Resolviendo el sistema se llega a

§ = ap+az,

¢ = —ayu.
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Ahora, para encontrar los generadores infinitesimales de los grupos de simetria se realiza
la tabla

Qo

~
~| |8

y se obtienen entonces los siguientes generadores:

v = 9
1 = axa

_ 9 9
V2 = Ta, T Yoy

Asi los grupos de simetria que admite la ecuacién de Brasius Prandtl son:

C':1 = (p—l—x,u),)/
Gy = (ePz,ePu),

y por lo tanto los invariantes son:

¢( = Inz.
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