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Abstract 

Classical modeling and control methods applied to differential locomotion mobile 

robots generate mathematical equations that approximate the dynamics of the 

system and work relatively well when the system is linear in a specific range. 

However, they may have low accuracy when there are many variations of the 

dynamics over time or disturbances occur. To solve this problem, we used a 

recursive least squares (RLS) method that uses a discrete-time structure first-order 

autoregressive model with exogenous variable (ARX). We design and modify PID 

adaptive self-adjusting controllers in phase margin and pole allocation. The main 

contribution of this methodology is that it allows the permanent and online update 

of the robot model and the parameters of the adaptive self-adjusting PID controllers. 

In addition, a Lyapunov stability analysis technique was implemented for path and 

trajectory tracking control, this makes the errors generated in the positioning and 

orientation of the robot when performing a given task tend asymptotically to zero.  

The performance of the PID adaptive self-adjusting controllers is measured through 

the implementation of the criteria of the integral of the error, which allows to 
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determine the controller of best performance, being in this case, the PID adaptive 

self-adjusting type in pole assignment, allowing the mobile robot greater precision 

in tracking the trajectories and paths assigned, as well as less mechanical and 

energy wear, due to its smooth and precise movements. 

Keywords: Lyapunov stability; Matlab; mobile robots; parametric model; simulation; 

telerobotics. 

 

Desarrollo de un control adaptivo para el seguimiento de trayectoria de un 

robot móvil con ruedas 

Resumen 

Los métodos clásicos de modelamiento y control aplicados a robots móviles de 

locomoción diferencial generan ecuaciones matemáticas que representan con 

aproximación la dinámica del sistema y funcionan relativamente bien cuando el 

sistema es lineal en un rango específico de trabajo. Sin embargo, pueden presentar 

baja precisión cuando hay muchas variaciones de la dinámica en el tiempo o se 

presentan perturbaciones.  Para solucionar este problema se empleó un método 

recursivo de mínimos cuadrados (RLS) que usa una estructura en tiempo discreto 

de primer orden del modelo autorregresivo con variable exógena (ARX). Se realiza 

el diseño y sintonización de controladores autoajustables adaptativos PID en 

margen de fase y en asignación de polos. El principal aporte de esta metodología 

es que permite la actualización permanente y en línea (on–line) del modelo del 

robot y de los parámetros de los controladores autoajustables adaptativos PID, 

además, se implementó una técnica de análisis de estabilidad de Lyapunov para 

el control de seguimiento de trayectorias y de caminos, esto hace que los errores 

generados en el posicionamiento y la orientación del robot al realizar una 

determinada tarea tiendan asintóticamente a cero. El desempeño de los 

controladores autoajustables adaptativos PID es medido a través de la 

implementación de los criterios de la integral del error, lo cuales permiten 

determinar el controlador de mejor rendimiento, siendo para este caso el del tipo 

autoajustable adaptivo PID en asignación de polos, permitiendo al robot móvil 

mayor precisión en el seguimiento de las trayectorias y caminos asignados, así 
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como un menor desgaste mecánico y energético, debidos a sus movimientos 

suaves y precisos. 

Palabras clave:  estabilidad de Lyapunov; Matlab; modelo paramétrico; robots 

móviles; simulación; telerobótica. 

 

Desenvolvimento de um controle adaptativo para rastrear a trajetória de um 

robô móvel com rodas 

Resumo 

Os métodos clássicos de modelagem e controle aplicados a robôs móveis de 

locomoção diferencial geram equações matemáticas que aproximam a dinâmica do 

sistema e funcionam relativamente bem quando o sistema é linear em uma faixa 

específica de trabalho. Porém, podem apresentar baixa precisão quando há muitas 

variações da dinâmica ao longo do tempo ou quando ocorrem distúrbios. Para 

resolver este problema, foi utilizado um método recursivo de mínimos quadrados 

(RLS) que utiliza uma estrutura de tempo discreta de primeira ordem do modelo 

autorregressivo com variável exógena (ARX). O projeto e o ajuste dos controladores 

autoajustáveis adaptativos PID são realizados na margem de fase e na atribuição 

de pólos. A principal contribuição desta metodologia é que ela permite a atualização 

permanente e online do modelo do robô e dos parâmetros dos controladores PID 

adaptativos autoajustáveis, além disso, foi implementada uma técnica de análise de 

estabilidade de Lyapunov para controle de trajetória e rastreamento de caminho, o 

que torna os erros gerados no posicionamento e orientação do robô ao realizar 

determinada tarefa assintoticamente tendem a zero. O desempenho dos 

controladores autoajustáveis PID adaptativos é medido através da implementação 

do critério integral de erro, que permite determinar o controlador de melhor 

desempenho, sendo neste caso o tipo PID autoajustável adaptativo na atribuição de 

pólos, permitindo ao robô móvel, maior precisão no seguimento das trajetórias e 

caminhos atribuídos, bem como menor desgaste mecânico e energético, devido aos 

seus movimentos suaves e precisos. 

Palavras-chave: Estabilidade de Lyapunov; Matlab; modelo paramétrico; robôs 

móveis; simulação; telerobótica.  
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I. INTRODUCCIÓN 

Generalmente los estudios sobre control de seguimiento de trayectorias de robots 

móviles parten de los modelos matemáticos clásicos descritos en la literatura, los 

cuales representan de manera muy simplificada la cinemática del robot, tales como 

[1, 2]. En algunos casos, se incluyen ecuaciones matemáticas que representan 

aproximadamente la dinámica del sistema [3]. Estas ecuaciones funcionan 

relativamente bien cuando el sistema es lineal en un rango específico de trabajo, 

según lo planteado por Alves [4], el modelo matemático de los motores del sistema 

de tracción sólo es obtenido a partir de leyes físicas, por lo cual el modelo puede 

presentar baja precisión cuando hay muchas variaciones de la dinámica del 

sistema en el tiempo, incertidumbre o se presentan perturbaciones.   

Trabajos relacionados han buscado solucionar este problema de diferentes 

formas, algunos autores se enfocan en analizar el impacto de las incertidumbres 

paramétricas de un modelo cinemático sobre la estimación de la velocidad y la 

pose del robot, lo cual brinda información importante para el diseño de los 

controladores [5]. Abdelwahab [6] presenta un sistema de control basado en 

reglas heurísticas con lógica difusa, que ha demostrado ser útil para abordar la 

incertidumbre y la imprecisión para lograr un seguimiento de trayectoria robusto y 

suave. Así mismo Ortigoza [7] propone como estrategia desarrollar modelos y 

controladores para cada subsistema que componen el robot, incluyendo la etapa 

de potencia. Dobribarsci [8] plantea la identificación de los motores hasta el diseño 

de controladores lineales y no lineales. En estos y otros artículos es común que 

los modelos obtenidos no contemplan actualizaciones en el tiempo.   

El objetivo de la investigación es presentar una metodología para la identificación, 

modelamiento y control óptimo de un robot móvil en tareas de seguimiento de 

trayectorias [9], para lo cual se realiza identificación en línea, es decir, el modelo 

se está actualizado en tiempo real, constituyéndose en un aporte significativo a 

que el modelo y los controladores del robot sean más precisos. Se emplea un 

modelo paramétrico en tiempo discreto, dentro de los cuales se destaca, el modelo 

autorregresivo con variable exógena ARX [10, 11]. 
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Este artículo se estructura así: En la sección 2 se describe brevemente el 

hardware, software y metodología utilizada para la identificación, modelado 

matemático y control, en la sección 3 se presentan los resultados y análisis, en 

la sección 4 se presentan las conclusiones.  

 

II. MATERIALES Y MÉTODOS 

En esta sección se describen los materiales hardware y software utilizado, y 

posteriormente la metodología para identificación, modelamiento y control del robot 

para misiones de seguimiento de trayectoria. 

 

A. Robot móvil 

Con el Kit educacional Lego Mindstorms EV3 [12], se construye un robot móvil de 

locomoción diferencial, como el que se muestra en la Figura 1. 

 

B. Software 

En el desarrollo del proyecto se utilizó el siguiente software: 

1. Sistema Operativo Microsoft Windows 10 Professional. 

2. Mathworks Matlab R2015a 

3. Simulink Support Packaged para hardware Lego EV3. 

 

 

Fig. 1. Componentes del robot Lego EV3 utilizado. 
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C. Identificación, modelamiento y control  

1) Cinemática directa del robot móvil. Para obtener los datos del comportamiento 

cinemático del robot diferencial, se asume que el robot se desplaza en una 

superficie plana sin rozamiento, que se mueve únicamente por el movimiento 

rotacional de las ruedas, que es considerado como un mecanismo sólido, rígido y 

sin partes flexibles, pero que se deben tener en cuentas las restricciones 

holonómicas del sistema [13-14], es decir, no puede trasladarse a los lados, como 

se muestra en la Figura 2.  

 

 

Fig. 2.  Restricciones holonómicas del robot diferencial. 

 

Las medidas de interés en el proceso de modelado son: la distancia entre las 

ruedas, denominada L y el radio de estas, denominado R, como se denota en la 

Figura 3.  

 

 

Fig. 3. Variables físicas del robot diferencial. 
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Para poder lograr un movimiento preciso, se deben tener control sobre las 

velocidades de la rueda derecha e izquierda, VR y VL, las cuales afectan a los 

estados del sistema X, Y, Ɵ. Las velocidades lineal y angular del robot, se define en 

las Ecuaciones (1) y (2), a partir de ellas, las Ecuaciones (3), (4) y (5) definen la 

cinemática del movimiento del robot en cada eje. 

V = R
Vr+Vi

2
   (1) 

W = R
Vr−Vi

L
       (2) 

Ẋ = V ∗ cos θ      (3) 

Ẏ = V ∗ sin θ       (4) 

θ̇ = W                 (5) 

𝑤𝑟 =
𝑋̇

𝑅
∗ cos 𝜃 +

𝑌̇

𝑅
∗ sin 𝜃 +

𝐿

2𝑅
∗ 𝜃̇  (6) 

𝑤𝑙 =
𝑋̇

𝑅
∗ cos 𝜃 +

𝑌̇

𝑅
∗ sin 𝜃 −

𝐿

2𝑅
∗ 𝜃̇  (7) 

Siendo V la velocidad lineal, θ el ángulo de orientación, θ̇ y W la velocidad angular.  

La Ecuación (8) denota la cinemática del movimiento del vehículo. Con el modelo 

cinemático directo del robot se desarrolla el sistema de control para el seguimiento 

de la trayectoria. 

[
Ẋ
Ẏ
Ɵ̇

] =

[
 
 
 
 R

cos θ

2
R

cosθ

2

R
sinθ

2
R

sin θ

2
R

L
−

R

L ]
 
 
 
 

∗ [
Wr

Wl
]  (8) 

2) Cinemática inversa del robot móvil. Para controlar el desplazamiento del robot, 

se alteran las velocidades angulares de las ruedas del robot, las cuales se 

determinar partiendo de las velocidades lineal y angular deseadas, lo que se 

representa con la Ecuación (9).   

[
Wr

Wl
] = [

cos θ

R

sin θ

R

L

R
cos θ

R

sin θ

R
−

L

R

] ∗ [
Ẋ
Ẏ
Ɵ̇

]     (9) 

3) Identificación, modelado y control de motores. Para el modelado de los 

motores, se emplea un método de identificación en línea, con un algoritmo recursivo 

por mínimos cuadrados RLS (Recursive Least Square) y modelos paramétricos 

autorregresivos con variable exógena ARX de primer orden. Para cada motor se 

implementa un controlador adaptivo autoajustable PID en asignación de polos. El 

algoritmo RLS constantemente actualiza el modelo ARX de los motores y los 
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parámetros de los controladores adaptivos, lo cual permite una respuesta más 

precisa del sistema. Las funciones de transferencia de los controladores de los 

motores se muestran en las Ecuaciones (10) y (11) y en la Figura 4 esta su 

implementación en Simulink. 

𝐺𝑐𝐴(𝑧) =
−1.6006𝑧2+2.8942𝑧−0.8990

𝑧2−1
 (10) 

𝐺𝑐𝐷(𝑧) =
−1.2805𝑧2+2.3154𝑧−0.7192

𝑧2−1
  (11) 

 

 

Fig. 4. Controlador adaptivo autoajustable PID en asignación de polos. 

 

 

Fig. 5. Cinemática del robot entre cada punto. 

 

En esta representación, el vector de error de posición esta dado por la ecuación (12). 

𝑒 = 𝑅[𝑥,𝑦,𝜃]𝑇  (12) 
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Este error corresponde al sistema de referencia del robot {XR,̂  YR ,̂ Ɵ}, siendo YĜ, XĜ, 

las coordenadas del objetivo.  si α ϵ I, donde: 

I = (−
π

2
,
π

2
]       (13) 

Aplicando la transformación a coordenadas polares considerando como su origen 

el punto objetivo, se obtiene: 

ƿ = √∆x2 + ∆y2    (14) 

α = −θ + atan2(
∆y

∆x
)     (15) 

β =  −θ − α     (16) 

Donde ƿ es la distancia entre el robot móvil y el objetivo, α  es el ángulo necesario 

para orientar al robot hacia el punto objetivo.  Finalmente β es el ángulo de 

orientación del robot respecto al sistema de coordenadas del punto objetivo. 

La tarea del diseño del controlador es encontrar una matriz de control, la cual está 

dada por la Ecuación (17), en la Ecuación (18) se expresa la acción de control. 

K = ⌈
k11 k12 k13

k21 k22 k23
⌉     (17) 

[
𝑉
𝑊

] = 𝐾 ∗ 𝑒 = 𝐾 ∗ 𝑅[𝑥,𝑦,𝜃]𝑇 (18) 

4) Control de seguimiento de trayectorias. Para el seguimiento de trayectorias se 

propone un algoritmo de control de Lyapunov, en base a los modelos de la 

cinemática del robot, para generar las consignas de la velocidad y el ángulo de 

orientación, con lo cual se pretende que el robot móvil siga los puntos coordenados 

x e y de la trayectoria de referencia descrita previamente en Matlab y transmitida vía 

wifi desde la computadora. La Figura 5 muestra los parámetros cinemáticos que se 

deben considerar entre cada punto de la trayectoria del robot. Las Ecuaciones (19) 

y (20), representan los modelos autorregresivos con variable exógena para cada 

motor. 

𝐺𝑝𝐴(𝑧) =
1.252

𝑧−0.128
  (19) 

𝐺𝑝𝐷(𝑧) =
1.226

𝑧−0.156
 (20) 

En la Figura 6 se muestra la implementación en Simulink de las Ecuaciones 14, 15, 

16, y del generador de trayectorias en el bloque de MATLAB function. 
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Fig. 6. Generador de trayectorias con los parámetros ƿ y β. 

 

 

Fig. 7. Simulación del controlador Lyapunov de seguimiento de trayectoria circular. 

 

Para el modelado y simulación del control de seguimiento de puntos de trayectoria 

del robot móvil, se implementó en Simulink, las Ecuaciones (19) y (20) para el control 

de las velocidades lineal y angular del robot móvil.  En la Figura 7 se tiene el resultado 

de la validación y simulación del seguimiento de trayectoria por Lyapunov. 

𝑉 = 𝐾1 ∗ cos(α) ∗ 𝜌     (21)    con   𝐾1 > 0 

𝑊 = 𝐾2 ∗ α + 𝐾1 ∗ cos(α) ∗ sin(α) ∗ (α + 𝑞2 ∗ β)/α (22)  con  𝐾2 > 0 

En la Figura 8 se muestra la cinemática directa e inversa del robot móvil diferencial.   
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Fig. 8. Cinemática directa e inversa robot móvil diferencial. 

 

III. RESULTADOS Y ANÁLISIS 

En la Figura 9, se tienen los resultados de seguimiento de trayectorias del robot real, 

en donde se puede apreciar cierto margen de error al inicio de la realización de la 

trayectoria por parte del robot móvil, esto debido a los valores presentes en la matriz 

K, Ecuación (17).  Para la trayectoria circular, donde el robot inicia desde la posición 

(0,0), con orientación de 0 grados, se aprecia que el robot requiere de mayor tiempo 

para alcanzar la trayectoria deseada, a diferencia de lo que sucede para la 

trayectoria en línea recta, lo cual influye en el gasto computacional por parte del 

sistema de procesamiento y consumo de energía por el sistema de tracción.  En la 

Tabla 1, se muestra los criterios de integral del error [15], utilizados para la selección 

del controlador adaptivo autoajustable PID. Se observa que el controlador que tiene 

los mejores resultados es el adaptivo autoajustable en asignación de polos.  

 

Tabla 1.  Criterios de selección controlador adaptivo autoajustable PID.  

Motor Criterio Controlador 
Autoajustable 

en Margen de Fase 

Controlador 
Autoajustable 

en Asignación de Polos 

 
A 

IAE 29.57 1.829 

ICE 736.3 17.31 

IAET 15.64 0.077 

 
D 

IAE 29.65 1.798 

ICE 736.8 17.16 

IAET 15.73 0.104 
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 Fig. 9. Seguimiento trayectoria circular y recta robot real. 

 

IV. CONCLUSIONES 

La metodología de identificación, modelado y control que se presenta en este artículo 

permite la permanente actualización en línea del modelo de los motores del sistema 

de locomoción, así como de los parámetros de los controladores diseñados para el 

seguimiento de trayectorias del robot móvil diferencial, lo cual es una ventaja ya que 

se logra una respuesta del sistema más precisa, en comparación con técnicas 

tradicionales de identificación, modelado y control que poseen un rango limitado de 

operación. 

El método de identificación en línea implementada permite conocer en cualquier 

instante de tiempo el modelo matemático de los motores, aspecto que no es posible 

en aquellas técnicas donde sólo se obtiene el modelo a partir de leyes físicas. 

La actualización en línea de los parámetros de los controladores de seguimiento de 

trayectorias permite mayor precisión y suavidad en los movimientos del robot móvil, 

en comparación a los resultados obtenidos con los controladores clásicos PID 

evaluados. La ejecución de trayectorias suaves está asociada con menor esfuerzo 

de control y menor consumo energético [16]. 

La implementación de controladores a partir del análisis de estabilidad por Lyapunov, 

facilita que el sistema funcione de forma óptima ante cambios inesperados o 

https://doi.org/10.19053/01211129.v30.n55.2021.12022


Guiovanny Suarez-Rivera; Nelson-David Muñoz-Ceballos; Henry-Mauricio Vásquez-Carvajal 

Revista Facultad de Ingeniería (Rev. Fac. Ing.) Vol. 30 (55), e12022. Enero-Marzo 2021. Tunja-Boyacá, 
Colombia. L-ISSN: 0121-1129, e-ISSN: 2357-5328.  

DOI: https://doi.org/10.19053/01211129.v30.n55.2021.12022  

perturbaciones, en consecuencia, el robot puede presentar una mejor relación costo 

beneficio en el consumo de energía, suavidad de la trayectoria, precisión de 

movimientos, etc. 

La metodología propuesta proporciona una estrategia para resolver misiones de 

control de seguimiento de trayectorias y caminos. Se realizaron simulaciones y 

experimentación en entornos reales con el fin de verificar su robustez y eficiencia. 

Además, llevar los modelos matemáticos a sistemas de primer orden favorece el bajo 

costo computacional de la solución planteada. 
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