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Resumen

Presenta los resultados de la comparacion entre las ecuaciones de Stokes y de Navier-Stokes para la simulacion del
flujo de agua liquida, a condiciones atmosféricas, a través de una placa orificio concéntrica. A partir de los datos
experimentales que fueron tomados en el banco de fluidos, se evaluaron las simulaciones de ambas ecuaciones,
usando el software libre Freefem++cs, que se basa en el método de los elementos finitos; las variables evaluadas
son velocidad y presion en un intervalo de tiempo. Al analizar los resultados obtenidos con las simulaciones y
comparar con los datos experimentales se encontr6 que las ecuaciones de Navier-Stokes representan mejor el
sistema que la ecuacion de Stokes.

Palabras clave: ecuaciones de Stokes y Navier-Stokes, modelo matematico, placa de orificio, simulacion.

Abstract

This paper presents the results of a comparison between Stokes and Navier-Stokes equations, in order to simulate
the flow of liquid water at atmosferic conditions, through a concentric orifice plate. From experimental data taken
from the fluids bank, the simulations of both equations were evaluated, using free software Freefem—++CS, which
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is based on the finite elements method. The evaluated variables are velocity and pression in a time interval. When
analyzing the results obtained with the simulations and comparing them with the experimental data, it was found
that the Navier-Stokes equations represent better the system, than the Stokes equation.

Keywords: mathematical model, orifice plate, simulation, Stokes and Navier-Stokes equations.

Resumo

Apresenta os resultados da comparagao entre as equagdes de Stokes e de Navier-Stokes para a simulagdo do
fluxo de 4gua liquida, a condi¢des atmosféricas, através de uma placa de orificio concéntrica. A partir dos dados
experimentais que foram tomados no banco de fluidos, se avaliaram as simulagdes de ambas as equagdes, usando o
software livre Freefem++cs, que se baseia no método dos elementos finitos; as variaveis avaliadas sdo velocidade
e pressdo em um intervalo de tempo. Ao analisar os resultados obtidos com as simulagdes e comparar com 0s
dados experimentais encontrou-se que as equacdes de Navier-Stokes representam melhor o sistema que a equagéo
de Stokes.

Palavras chave: equagdes de Stokes e Navier-Stokes, modelo matematico, placa de orificio, simulagao.
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1. INTRODUCCION

Gracias a que los desarrollos en computacion permiten
hoy estudiar los sistemas reales mediante procesos de
simulacion y modelado, surge el interés de estudiar un
dispositivo de medicion de caudal usado comunmente
en procesos industriales, como lo es la placa orificio,
que presenta ventajas por su sencillez de construccion,
instalacion, funcionamiento y mantenimiento, pero de
la cual, sin embargo, se han documentado desventajas
importantes en el uso industrial, tales como el rango
de medida bajo, la generacion de caidas de presion
alta [1], la salida de sefial no lineal con el flujo,
variaciones ocasionadas por la instalacion o manejo
[2] y las causadas por los accesorios de las tuberias,
que dan lugar a errores en la medicion [3]. Al estudiar
la placa orificio se busca establecer el modelo que
mejor represente el sistema, lo cual podria permitir
mejorar la sefial de respuesta en este tipo de medidores
de caudal.

El modelado es considerado [4] como la imitacion de
la operacion de un proceso del mundo real o sistema
sobre el tiempo y la simulacion la historia artificial
que permite hacer inferencias sobre el sistema real.
Los modelos tradicionales para el analisis de flujo de
fluidos son las ecuaciones de Stokes y Navier-Stokes,
por lo que este documento relata el uso de ambos
modelos matematicos para la simulacion del flujo a
través de la placa orificio. Con el objetivo de evaluar el
modelo que mejor representa el sistema, los resultados
obtenidos se compararan con las mediciones del
proceso real.

Para realizar el analisis del comportamiento del
fluido a través de la placa orifico, se utilizd el
software Freefem++cs, que es de uso libre [5]; en €l
se implementan las ecuaciones de Stokes y Navier-
Stokes en su forma débil, y se resuelven mediante el
método de los elementos finitos.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente
forma: un marco conceptual, donde se presentan
estudios realizados usando los modelos y que se
encuentran en la literatura; un analisis de modelos,
donde se detalla el equipo real donde se tomaron
los datos del proceso, asi como la descripcion del
modelo matematico, y se finaliza con los resultados
experimentales y el comportamiento fluido-dindmico
a través de las simulaciones.

Facultad de Ingenieria (Fac. Ing.) Vol. 25 (42), pp. 99-110. Mayo-Agosto, 2016. Tunjo-Boyacd, Colombia.

II. MARCO CONCEPTUAL

Desde la época de Arquimedes de Siracusa (Sicilia), la
humanidad ha dedicado mucho tiempo a comprender
el comportamiento de los fluidos, no solo de forma
experimental, sino a través de ecuaciones matematicas
que le permitan predecir dicho comportamiento. Entre
muchos autores, se destaca el aporte de Claude-Louis
Navier y George Gabriel Stokes, quienes formularon
la ecuacion de Navier-Stokes, que son un conjunto de
ecuaciones derivadas parciales no lineales de segundo
orden. La ecuacion de Stokes es una simplificacion
de la ecuacion de Navier-Stokes; en ella se elimina

el término convectivo (U - V)u [6] que involucra
la no linealidad de la velocidad y que, en general, es
complejo de resolver.

Debido a que las ecuaciones de Navier-Sokes y de
Stokes no tienen una solucién analitica, salvo en
sistemas simples, se han utilizado métodos numéricos
para resolverla, lo que se evidencia en la gran cantidad
de investigaciones sobre el tema, entre ellas [7-9];
algunos sistemas donde se emplea la ecuacion de
Stokes [10-12], el uso de dicha ecuacion ha permitido
un mejor conocimiento de los sistemas tratados.

A pesar de que la ecuacion Stokes es recomendada
para bajas velocidades, no se debe descartar al iniciar
el estudio del comportamiento de los fluidos, pues la
conveniencia de modelar inicialmente con Stokes es
una recomendacion que puede ahorrar tiempo [11,
13], debido a que este modelo es mas simple que el
de Navier-Stokes, y, dependiendo el caso, podria
llegar a resultados satisfactorios sin incluir el término
convectivo.

Las ecuaciones de Navier-Stokes son consideradas en
la actualidad uno de los seis problemas del milenio
por el Clay Mathematics Institute [14, 15], por lo
que no se debe escatimar esfuerzos en resolverlas y
encontrar su aplicabilidad o no a diferentes problemas.
En el caso de este trabajo, se considerd importante
revisar la aplicabilidad de la ecuaciéon de Stokes,
con respecto a la de Navier-Stokes, sobre el estudio
del comportamiento del fluido a través de una placa
orificio, buscando evaluar si la informacién que arroja
una ecuacion con respecto a la otra es suficiente, o
si para estos casos es necesario aplicar siempre las
ecuaciones completas de Navier-Stokes.

101



€Estudio comparativo de flujo de fluido a través de una placa de orificio usando las ecuaciones de Stokes y de Navier-Stokes

II1. ANALISIS DE MODELOS DE STOKES Y DE NAVIER-STOKES PARA FLUJO DE FLUIDOS

A. Descripcion del sistema

El modulo experimental sobre el cual se toman los datos es el banco experimental del Laboratorio de Fluidos del

ITM —Instituto Tecnoldgico Metropolitano— (Fig. 1).

3 LE—_
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Fic. 1. Banco experimental de fluidos.

El sistema estd compuesto por dos tanques
interconectados a través de una tuberia que permite
la recirculacion del fluido. La recirculacion se realiza
a través de dos bombas centrifugas. El banco cuenta
con instrumentos de medida de presion diferencial y
caudal, asi como con un transmisor de flujo Signet
8550-1 que entrega la medida de caudal en galones
por minuto, y con un sistema de adquisicion de datos
conun PLC marca Simantic S7-300 y CPU 314C-2DP,

compacto con entradas y salidas digitales y analogicas
integradas y un puerto PROFIBUS DP (maestro/
esclavo).

En la Tabla 1 se consignan los parametros del modulo
experimental que fueron empleados en la simulacion
del comportamiento del fluido a través de la placa
orificio del banco experimental.

TaBLA 1

INFORMACION GEOMETRICA
Descripcion Simbolo Valor |Unidad
Diametro externo de la tuberia (PVC) De 60 mm
Diametro interno de la tuberia (PVC) Di 56.4 mm
Diametro del orificio de la placa (acero inoxidable) D 27.0 mm
Diametro externo de la placa orificio De 80,0 mm
Espesor de la placa orificio E 4.76 mm
Angulo de conicidad A 30 °
Relacion B =d/D B 0.3375
Longitud aguas arriba 1, 56 cm
Longitud aguas abajo 1, 20 cm
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La placa orificio utilizada es tipo concéntrico, y sus
dimensiones se presentan en la Fig. 2.

DETALLE B

CORTE A-A

Fi1G. 2. Placa Orificio Concéntrica.

B. Descripcion del modelo matemdtico

La teoria matematica del medio continuo es un
modelo idealizado y una abstraccion para estudiar
el comportamiento de los fluidos y solidos a una
escala superior a la atdmica, donde se considera que
los sistemas estudiados conservan sus caracteristicas
en todo punto, y en todo punto hay sistema; bajo
esta consideracion se establecen las ecuaciones de
conservaciéon de masa, momentum y energia que
permiten analizar el sistema y establecer las ecuaciones
que lo gobiernan.

A continuacion, se realiza una breve descripcion
de cémo se deduce la ecuacion de Navier-Stokes
y, posteriormente, cobmo se llega a la ecuacion de
Stokes. Partiendo de la segunda ley de Newton,
de las ecuaciones de conservacién del momentum
y masa, unidas a las ecuaciones constitutivas o de
comportamiento, se obtiene la ecuacion de Navier-
Stokes, y al eliminar el término convectivo, la ecuacion
de Stokes.

La segunda ley de Newton expresa que la fuerza (F) es
igual a la masa (m) por la aceleracion (a), que puede
expresarse como la derivada de la velocidad (u) en
relacion al tiempo (t).
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du
F=ma=m —

Tt (1)

Teniendo en cuenta que la masa no tiene cambios con
el tiempo, la ecuacion anterior se puede escribir como:

d(mu)
dt = z Foxt

La sumatoria de fuerzas externas (Fext) se
descompone en fuerzas de cuerpo o volumen y fuerzas
de contacto o superficiales.

()

d(mu) B

dt — 1ol + Es‘up (3)

En el caso de un medio continuo, la cantidad Mu
es el momentum o impulso en el fluido que ocupa el

volumen ¢ en el tiempo t. Donde p es la densidad.

= [
Q

Las fuerzas de cuerpo se asocian a una densidad de
unidad  de

updx (4)

t

fuerza  por volumen f, asi:
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F,o1 =f f(x,t) dx (5)
Q

t

Las fuerzas de contacto se analizan teniendo en cuenta
el supuesto de Agustin Luis Cauchy [16], el cual

considera una densidad superficial de fuerza Il sobre
la frontera [} = 0Q;.

Fop = f I(x,t)dS (6)
r

t

Donde dS es la medida de superficie.

Reemplazando (4), (5) y (6) en (3) se llega a la expresion integral de la conservacion del momentum:

d
dt

_f pudx= | f(xt)dx +f M (x,t)dS (7)
Q¢ Q¢

Tt

A través del teorema de Cauchy [16], que relaciona la densidad de fuerza superficial con el tensor de esfuerzo, y
del teorema de Gauss [17], que bajo condiciones de continuidad permite el cambio de la integral de superficie a
integral de volumen, puede escribirse la expresion integral del momentum, como:

dt dt

Donde S es el tensor de esfuerzos.

A nivel diferencial, queda:

Y frdiv(s)
P = + div (S)

Que puede escribirse:
du

1 .
- = '[—)(f+ div (S)) (10)

Se tiene, ademds, del Teorema de Transporte de
Reynolds [17], que:

du_6u+( v (1)
dt  or T

Por tanto, la ecuacidn diferencial de conservacion del
momentum queda:

0w Vu =2+ 1div(s) (12
PR u—p pr() (12)

Teniendo en cuenta las ecuaciones de compatibilidad,
se llega a definir el tensor de esfuerzos caracteristico

104

d du
—f pudx=f p—dx=f (f+div(S))dx,VvQ, cQ (8)
Q Q¢ Q¢

del fluido. Los fluidos newtonianos obedecen a los
siguientes postulados [16]:

- Postulado de Stokes: El tensor de esfuerzos S
es funcion de U a través de la matriz Vil en el
mismo instante y punto. Esta es la conocida
definicion de esfuerzo cortante en un fluido,
hecha por Newton.

- Postulado de Linealidad: La dependencia de
S respecto a VU es lineal (mas precisamente,
afin). Este postulado establece que las nueve
componentes del tensor de esfuerzos Sij
pueden expresarse como funcion lineal de
nueve variables, las componentes de V.

S 8ij + Ou
ij = TPOij TTijpTi; = Zaijkl = (13)
= axl

Tij Tiene inicialmente 81 coeficientes; dado que S; j
es simétrico, se reducen las nueve incognitas a seis,
obteniendo 54 coeficientes a ser determinados. Si se
considera que el fluido es isotropico y homogéneo, se
disminuyen los coeficientes a dos constantes distintas

en la dependencia de T respecto VU [6].
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De esta forma, a través de los postulados y consideraciones anteriores se tiene el teorema: existe una funcion

p(X,t) y coeficientes A y X, tales que
1 T
S=—-pl+A(V-u) +2uD,D = 3 Vu+ (Vw)") (14)
Teniendo en cuenta la divergencia de S, se llega a la ecuacion de Navier-Stokes

1
S =—pl +A(V-w) +2uD,D =~ (Vu+ (Vu)")  (15)

Si consideramos un fluido incompresible, como el Cuando se considera que la velocidad del fluido es
agua, a baja velocidad (menores a 0.3 mach), donde baja comparada con las fuerzas viscosas, se desprecia

las variaciones de densidad se ignoran [17], esto es el término (U - V)u, quedando la ecuacion de Stokes,
V- u = 0, entonces S queda

ou 1 (19)
S=-—pl+2uD (16) — = ——Vp+vAu+g
at p
Asi, para un fluido homogéneo, incompresible,
viscoso, con densidad de fuerza de cuerpo dada por V-u = 0 (20)

f= P4, la ecuacion de Navier-Stokes toma la forma:

Las ecuaciones (17), (18), (19) y (20) se simulan en
u 1 (17) el sistema de placa orificio. La solucion del sistema
—+@W-V)u = ——-Vp+viAu+g se realiza a través del proceso numérico de elementos
ot p finitos. Se parte de las ecuaciones diferenciales (17),
(18) y (19), (20), se transforman en su forma débil
V-u — 0 (18) y teniendo en cuenta la geometria y condiciones
de frontera se resuelven a través del software

Freefem++cs.

La forma débil de las ecuaciones (17) y (18) es:

0
f (—u+(u-V)u)de+f vVu-vvdQ +
Q

(21)
1 1 :
—.[ —ple(V)dQ—J —fde+J diviu)gdQ = 0
a P QP Q
La forma débil de las ecuaciones (19) y (20) es:
ou
j —vdﬂ+f vVu vvdQ+
o Ot Q
(22)

1 1
—f —pdiv(v)dﬂ—f —fvdﬂ+f divlu)gqdQa = 0
a P a P Q
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IV. RESULTADOS Y DISCUSION

A. Resultados experimentales

Las caracteristicas de los instrumentos de medida
utilizados para obtener los valores experimentales

relacionados en la Tabla 2 fueron: dos manémetros
de presion, marca Riester, con escala de 0 a 95 kPa,
ubicados a una pulgada antes y después de la placa
orificio, y un transmisor de flujo Signet 8550-1, que
entrega la medida de caudal en galones por minuto.

TABLA 2
RESULTADOS EXPERIMENTALES
Descripcion Simbolo Valor Unidad
al
Caudal Q 24 kg
min
Presion media antes de placa orificio
o P P1 |255+05| kPa
y variabilidad
Presion media después de placa orificio
nmecia depuEs b P, |245+05| kPa
y variabilidad
Diferencia media de presiones y variabilidad Ap 1.0+ 1.0 kPa
m
Velocidad media de flujo en tuberia PVC u 0.606 5
Como se observaen la Tabla 2, hay una alta variabilidad TABLA 3
en la .medlda d'e las presiones, 'debldo g que la pl.aca PARAMETROS DEL FLUIDO DE TRABAJO
orificio es un sistema que restringe el area de flujo e — -
introduce una alta perturbacion en el flujo del fluido. Descripcion Simbolo | Valor | Unidad
o N.s
Para la simulacion del sistema se tomaron en cuenta Viscosidad dinamica u 1.03x10% | —-
las propiedades del agua liquida a 15 °C, las cuales se m
describen en la Tabla 3; se tomo la gravedad estandar, . . . . m?
2 S Viscosidad cinematica v 1.15x10°¢| —
g =9.806 m/s”, y se considerd6 un caudal S
Q = 24 gal/min = 0.001514 m3/s_ que, . kg
teniendo en cuenta el diametro interior de la tuberia Densidad P 998 W

D; = 56.4 mm, da una velocidad media de flujo
u=0.606m/s.
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A partir de los datos anteriores se simulan las
ecuaciones de Navier-Stokes y de Stokes en su forma
débil, obteniendo los siguientes resultados para la

diferencia de presion P1 — P2 = Ap.
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F1G. 3. Ap vs. t (ecuacion Navier-Stokes).
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FiG. 4. Ap vs. t (ecuacion Stokes).

En las Figs. 3 y 4 se observa que la simulacién del
sistema a través de la ecuacion de Navier-Stokes es
mas adecuada para predecir el comportamiento del
flujo del fluido que con la ecuacién de Stokes, ya que
representa mejor la fluctuacion en la diferencia de
presion (despreciando las condiciones de arranque, la
fluctuacion se mantiene entre 900 Pa y 1250 Pa), y
la diferencia de presion media es cercana a la media
experimental (1000 Pa). Se observa, ademas, que la
simulacion del sistema mediante la ecuacion de Stokes
no es apropiada para este tipo de sistemas, ya que al
despreciar el término convectivo la diferencia de
presiones tiende a cero con el paso del tiempo y esto
no ocurre en el sistema real.
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B. Comportamiento fluido-dinamico

Con el fin de comparar los perfiles de velocidad del
fluido obtenidos en las simulaciones, se presentan a
continuaciéon algunas imagenes de velocidad de las
ecuaciones de Navier-Stokes y de Stokes en diferentes
tiempos, Fig. 5 y Fig. 6, respectivamente.

En la Fig. 5, de la ecuacion de Navier-Stokes, se
observa el cambio del perfil de velocidad conforme
pasa el tiempo; debe destacarse que el flujo del fluido
es irregular y que no se establece un perfil de velocidad
estable, esto se debe al término convectivo, que es un
término no lineal de la velocidad, el cual influye en los
fenémenos de turbulencia en estos sistemas.
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Fic. 5. Simulacion de velocidades bajo Navier-Stokes.

Facultad de Ingenieria (Fac. Ing.) Vol. 25 (42), pp. 99-110. Mayo-Agosto, 2016. Tunjo-Boyacd, Colombia.

Y
O
(08



Miryam Lucdia Guerra-Mazo - Maria Vilma Garda-Buitrago - €lizabeth Rodriguez-Acevedo

En la Fig. 6, donde se presentan las imagenes de velocidades del comportamiento del fluido bajo la ecuacion
Stokes en diferentes tiempos, no se observa variacion del perfil de velocidad una vez se desarrolla.
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t=20s

FiG. 6. Simulacion de velocidades bajo Navier- Stokes.

En la simulacion de la ecuacion de Navier-Stokes se
utiliz6 el comando convect del software Freefem++cs
para la implementacion del término convectivo, y
aunque se logra una representacion del sistema real
que da un valor cercano a la media de diferencia de
presion, no se logra representar la variabilidad, que es
de 1000 Pa. La variacion de la diferencia de presion
media, en la simulacion de la ecuacion de Navier-
Stokes, es aproximadamente de 175 Pa.

V. CONCLUSIONES

El estudio reportado en este articulo ha sido realizado
con el fin de investigar las similitudes y diferencias
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existentes para un flujo de fluido a través de una
placa orificio a partir de las ecuaciones de Stokes y de
Navier-Stokes. Las variables analizadas experimental
y tedricamente fueron presion y velocidad.

Teniendo en cuenta los resultados, el término

convectivo (u . V)u en la ecuacion Navier-Stokes
es representativo en este tipo de sistemas y no debe
despreciarse, como lo hace la ecuacion de Stokes, ya
que representa el fendmeno turbulento adecuadamente.

Es importante notar que, aunque segin el estudio

comparativo, las ecuaciones de Navier-Stokes se
ajustan mas al comportamiento real del sistema placa
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orificio, no lo representa completamente; por lo que a
futuro seria conveniente ajustar numéricamente en la
simulacion términos que permitan definir con mayor
precision la dindmica del sistema a partir del modelo
de Navier-Stokes.
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