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Resumen

Se presenta el estudio y modelado de la plataforma
robotica diferencial y las caracteristicas de esta
configuracion. En el modelo dinamico se incluye el
estudio de dos motores DC acoplados a cada rueda como
actuadores del sistema y se analizan ecuaciones cinéticas
con y sin coeficientes de rozamiento. Se determina un
modelo cinematico directo y se compara, mediante
simulaciones en Matlab®, con los modelos presentados
con laherramienta HEMERO.

Abstract

It presents the study and shaping of a robotic differential
platform and its configuration characteristics. In the
dynamic model is included the study of two DC motors
connected to every wheel as system actuators and there
are analyzed kinetic equations with and without rubbing
coefficients. It was decided a direct cinematic model and
it is compared by simulations in the Matlab® with the
models presented with the tool HEMERO.
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1. INTRODUCCION

diferencial es la mas sencilla; consiste en dos ruedas

diametralmente opuestas en un eje perpendicular a la
direccion del robot; cada rueda estd dotada de un motor, de
forma tal que el direccionamiento viene dado por la diferencia
de sus velocidades. Adicionalmente, existen una o mas ruedas
de soporte, llamadas ruedas “locas”, para mantener la
horizontalidad del robot y evitar los cabeceos al cambiar de
direccion; estas ruedas no llevan asociadas ningin motor, giran
libremente segun la velocidad de todo el robot y pueden
orientarse de acuerdo con la direccion del movimiento.

D e las plataformas roboéticas moviles, la configuracion

A continuacion se presenta un detallado estudio de la
configuracién diferencial, como herramienta de apoyo para la
construccion de robots moviles, y el planteamiento de
estrategias de control sobre ese modelo. Se incluye en el
modelo dinamico el estudio de dos motores DC como
actuadores del sistema y se analizan ecuaciones cinéticas con y
sin coeficientes de rozamiento; se plantean modelos
cinematicos directos y se comparan mediante simulaciones en
Matlab® y HEMERO.

Este articulo se presenta como resultado explorativo del estudio
y modelado de las Plataformas Roboticas Moviles dentro de las
actividades realizadas como Joven Investigadora 2007
Colciencias en el Grupo de Investigacion en Robdtica Movil,

ROMA, de la Universidad Distrital, y el Grupo de
Investigacion en Robotica y Automatizacion Industrial, GIRA,
dela Universidad Pedagdgicay Tecnologica de Colombia.

2. MODELAMIENTO DINAMICO DE
LA PLATAFORMA DIFERENCIAL

Segun el modelamiento dinamico realizado en Cardenas
(2007), se considera un robot que se mueve en un plano
horizontal x—y sin obstaculos; los actuadores son dos motores
DC con reductor de velocidad, cada uno de los cuales hace
mover una rueda del robot. Los parametros por considerar se
muestran en la tabla 1; se consider6 inicialmente una friccion
despreciable entre los elementos del robot y un deslizamiento
nulo entre las ruedas y el piso; aunque en la seccion se analiza el
modelo bajo otras condiciones.

2.1 Modelado de los motores

Al considerar idénticos los dos motores de la plataforma, solo
se requiere modelar una vez el sistema dinamico de un motor
DC. Las entradas del modelo son el voltaje de armadura y el
torque de carga recibido del reductor, y las salidas son la
aceleracion angular y la velocidad angular. Del circuito del
motor, la corriente, el torque, la velocidad, la aceleracion
angular del motor y la fuerza contraelectromotriz generada en
la armadura se expresan como:
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1,(s)=

Va(s) = E(s)
R +L,s

T =K,*I(s)

o(s)=

1,(s)=T,,(s)
1

m

0, (s) = éa(s)

E(s)

=K, *o, (s)

(1

2)

3)

(4)

)

Tabla 1. Parametros y condiciones iniciales

plataforma diferencial.

Parametros

Variables del analisis

Si se cuenta con reductores de velocidad para los motores, su
efecto sera la reduccion de la posicion, la velocidad y la
aceleracion angular NV veces, y en forma reciproca, el torque de
carga en el eje del motor sera NV veces menor que el torque de
cargaen larueda. Lo anterior se expresa como:

o(s) o, (s) T,,.(s)
= —" =_mr 7, T =_+Lmr 7 6
0, (5) =510 0,9 =220 7, (5) = L) (6)
2.2 Modelado cinético

Elmodelo cinético permite calcular los torques de carga 7,,,,7,,,
en las ruedas, en funcion de las aceleraciones angulares de cada
uno de ellos. El torque de carga en cada rueda de la plataforma
diferencial corresponde a la cupla formada por la fuerza de
agarre por friccion de la rueda con el piso y la fuerza con que el
robot se opone al movimiento, segiin se muestra en la figura 1.
Larelacion entre el torque y la fuerza se da por:

T,.(s)=RF(s) (7
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alrededor del eje
vertical z
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y el reductor
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Figura 1. Variables analisis dindmico y cinematico
(Cérdenas, 2007).

Si cada rueda tiene una aceleracion angular ¢, y no hay
deslizamiento con el piso, el eje de cada rueda tendra una
aceleracion horizontal:

a,(s) = R.a,(s)

a,(s) = Ra,,(s)

(8)
9)

Si se considera el efecto de los motorreductores sobre el cuerpo
del robot y que los voltajes aplicados a los motores, los torques
y las fuerzas en cada rueda son diferentes, las dos fuerzas, sin
importar la orientacion del robot, estaran alineadas con la
direccion de movimiento. Si ademas se considera que el robot
no tiene que vencer obstaculos, la accion combinada de las
fuerzas generara la aceleracion lineal del robot, que en funcion
de las aceleraciones lineales de cada rueda estara dada por:

q— a,(s) +a,(s)
- 2

(10)




Si las fuerzas de las dos ruedas tienen magnitud diferente, se
generarda un efecto de torque que hara girar al robot con
respecto a un eje vertical con aceleracion angular .

Sia,(s)y a,(s)sondiferentes, la aceleracion angular sera:

@)=

11
7R (11)

Sihay aceleracion, entonces:

ZF:FI+F2=masa a=m-a (12)

robot

Y T=F-R-F-R=(F,-F)R (13)

Y si, ademas, F1 y F2 son diferentes, entonces y también lo
seran, produciendo > T= La.

Al despejar la diferencia y suma de fuerzas de las ecuaciones
(12) y (13), y reemplazar los términos de las aceleraciones
lineal y angular del movil, las fuerzas F, y F, se pueden expresar
en términos de la aceleracion lineal y angular de cada rueda
como:

a, 1 1 a, 1 1
Fo=l(— 2 )42 (== 14
: 4(m 2R2) 4(m 2R2) (1
F :ﬂ(l_l_z)_F@(i_l_ 1, ) (15)

Py 2R 4 'm 2R?

El modelo cinético representado en el simulador de sistemas
dinamicos de Matlab Simulink® (The MathWorks™, 2007) se
muestra en la figura 2, el tltimo paso, ya incluido en la figura,
es eliminar el efecto de los motorreductores, dividiendo la
expresion de cada torque por larelacion N.

3. MODELAMIENTO CINEMATICO DE
LA PLATAFORMA DIFERENCIAL

De igual manera que en el modelo dinamico, se parte del
analisis de cada rueda para encontrar finalmente expresiones
que relacionan las velocidades lineales del movil. En la figura 1
también se presentan las variables por analizar. Las velocidades
lineales de los ejes de las ruedas se expresan como:

(16)
(17)

V() =R, ®,,(s)
V,(8) =R, ®,,(s)

Las velocidades de cada rueda producen un movimiento del
robot con velocidad lineal v. Si la magnitud de la velocidad en
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Figura 2. Modelo cinético
plataforma diferencial.

cada rueda es diferente, el robot girara sobre un eje vertical con
velocidad angular ®. Las relaciones entre las velocidades
lineales y angular del movil con las velocidades de cada rueda
estan dadas por:

vty

2

iV,
2R

La orientacion del robot como:

v (18)

O = (19)

0(s) = 2

S

(20)

Las componentes de la velocidad en el plano son:
v. =vCos(0) (21)
v, =vSen(0) (22)

A partir de una posicion inicial dada, estas velocidades pueden
integrarse para obtener las coordenadas (x, y) de la posicion
horizontal del robot. La representacion del modelo en el
simulador de sistemas dindmicos de Matlab® se muestra en la
figura 3.

Al aplicar unas sefales de entrada al modelo y comparar las

seflales de salida (posicion y orientacion) con el modelo
propuesto para el modelamiento de cinematico directo
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propuesto en HEMERO o herramienta Matlab/Simulink para
el estudio de manipuladores y robots moéviles (Ollero, 2001),
no se encuentran diferencias; un ejemplo en la figura 4.
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Figura 3. Modelado directo plataforma
diferencial en SIMULINK®.
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Figura 4. Comparacion de respuestas con el modelo propuesto
y con la herramienta HEMERO.

No. (5). Vol. 5 No. 2, Diciembre de 2007

Teniendo en cuenta dos motores de similares caracteristicas, a
partir de los parametros de la tabla 2, se analizaron las
respuestas de posicion y orientacion al cambiar las condiciones
iniciales y la sefial de voltaje aplicada a cada motor. Un ejemplo
se muestra en la figura 5, a través de la aplicacion de una sefial
de voltaje tipo rampa con pendiente unitaria para el motor 1 y
una sefial de voltaje tipo escalon para el motor 2, con
condiciones iniciales en los dos casos:

Xy =5,,=0,8, = nz (23)

El robot gira a la izquierda (en sentido positivo) mientras la
sefal de voltaje tipo rampa aplicada al motor 1 no supere el
valor del escalon aplicado al motor 2 y la diferencia entre las
velocidades de los motores 1y 2 sea positiva. Una vez la rampa
sobrepasa el valor del escalon, el sentido de giro del robot
cambia, lo cual se aprecia en la trayectoria del movil y en el
angulo de orientacion.

4. MODELAMIENTO DINAMICO
CONSIDERANDO LAS FUERZAS DE
ROZAMIENTO

Al considerar las fuerzas de rozamiento translacional
rotacional para el robot movil, los valores finales de las
velocidades lineales y rotacionales se alteran, de acuerdo con el
modelo dindmico de la plataforma diferencial presentado en
Almeida (1997). Los movimientos del robot surgen como
resultado de la aplicacion de un nivel de voltaje DC sobre cada
motor, que a su vez produce un determinado torque en cada
rueda. Estos torques son convertidos en dos fuerzas de traccion
paralelas que obligan al robot a desplazarse por ciertas
trayectorias.

Desde el punto de vista dindmico, un robot puede ser visto
como un cuerpo rigido sobre el cual actian dos fuerzas
paralelas F1y F2 aplicadas en cada una de las ruedas (ver figura
6). Estas fuerzas se pueden reemplazar por una fuerza
resultante F aplicada desde un punto A de forma que el torque
total T, relativo a cualquier punto, se mantendra inalterado.

SI 7, representa la abscisa desde A al centro del robot,
relacionando estas variables con los valores de F'y T', de igual
forma que en la ecuacion (9), se tiene:

I'=r.-F (24)
F, - F.
r.=R—1—2 (25
F+F,

En las ecuaciones que modelan el movimiento de la plataforma
ahora se tendran en cuenta los coeficientes de rozamiento que
debera vencer el robot para realizar movimientos lineales y
angulares Bv y Bw respectivamente, ademas de su masam e [,




Tabla 2. Parametros del modelo.

Ejemplo de simulacion

Parametros Valores Parametros Valores
m 2,2 kg Kt 0,86 Nm/A
R 13,5 cm Ke 0,86 Vs/rad
Rr 3,5cm N 1
Ra 100 Im 0,005 Nm/rad
La OH 1z 0,05 Nm/rad

Figura 5. Voltaje rampa y escalon para los
motores 1 y 2 respectivamente.

F2

Figura 6. Diagrama de fuerzas de traccion de la

plataforma diferencial (Almeida, 1997).
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su momento de inercia alrededor del eje z. Si se consideran
constantes estos parametros en una zona de velocidades en
los que el robot debera trabajar (Almeida, 1997), se pueden
establecer las siguientes ecuaciones para el movil:

m@:mazF—va (26)
dt

Izd—(ozlza :T—BW(D (27)
dt

Debido a las caracteristicas de los motores DC, las fuerzas
generadas dependen de las velocidades lineales v, y v,.
Consecuentemente F'y 7 también dependeran de v y w,
respectivamente. La relacion entre la fuerza resultante F, el
torque total 7'y los torques generados por cada motor se
analizan teniendo en cuenta el radio de cadarueda R :

IL+T, K

F=F+F=——+ (1 +1,,) (28)

I -T, RK

T=R(F,-F)=R-1—2

Ia—=1,) (29)

Reemplazando la expresion de corriente de armadura de cada
motor:

K| 1 1
F==t|— (W, -E)+—V.,—E,)| (30
Rr Ral( al 1) Raz( a2 2) ( )
RK | 1 1
T=""t|— (W, -E)-——(V,,—E,) | 3D
Rr Ral( 1 1) Raz( 2 2)

Reemplazando la expresion para el voltaje generado en
términos de la velocidad lineal de cada rueda y simplificando
los términos al considerar modelos similares para cada motor:

K, K
V, ——v (32)
RR | ¥

F =

- 11:[;‘ V,-2rk0] 3
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Con

_VatVe
ap 2 y

Introduciendo estos términos en las ecuaciones (28) y (29) y
asumiendo una misma constante para el motor:

Val _Vaz

an

(34)

dv 2K, 2K’
dt RR " RfRa+BV )
202

Al solucionar estas ecuaciones diferenciales, las velocidades
lineales y angulares se expresan como:

Con:

" +B

ap

RR

RK,
. ___RR,
ss T Ap2r2 | an
KK,
RR,
© I,
s 2 -2 (39)
2R K LB

w

El modelo de la plataforma representado en Simulink® se
muestra en la figura 7. Solamente se adicionan los productos de
las velocidades lineal v y u por los coeficientes de rozamiento
Bv y Bw en la sumatoria de torques y fuerzas. Al considerar

nuevamente las ecuaciones:

t t
T - T
vi)=v |1-e ™ [+v(07)e ™ 37 1 I
58 37) 17125 ma+-—=o +Byv+B o (40)
-t _t
V()= l-e ™ |+o(0)e (38) F,==—|ma——-o0+By—Bo (41)
2 R v w
vil
Posicion Y/
. Posicion X|
Voltaje Motorl
R_ruedal Velo Lineal Rueda 1 Vel Lineal Posicion Y Angulo Alfa
Voltaje Motor 1 vil
Rueda Izql
Velo Lineal Rueda2 Vel Angular . 4 2 . a:;
Motor 1 Angulo Alfz
Velocidad . B—% . B Cinematica Carro e Voltaje Motor2 i
Gain5 3ain6) Tmotor|
Velocidad Angular Robot 2
1: @I‘: Modelo Plataforma Diferencial considerando B vy B w

Voltaje

Rueda Izq

R_rueda2/N
Motor 2
Rueda Der

Aceleracion

V*VV

VYVYVY

Tmotor

Figura 7. Modelo plataforma diferencial considerando
coeficientes de rozamiento.
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En la figura 8 se encuentran los esquemas de los tres modelos
considerados. Teniendo en cuenta dos motores similares y
cambiando los parametros de los modelos por los valores de la
tabla 2, al considerar condiciones iniciales nulas y variar el
valor de los parametros Bv y Bw se obtienen apreciables
variaciones en las trayectorias del movil con respecto a las
consideraciones de rozamiento despreciable.

Modelo Plataforma Diferencial

Posicion Y/
XX

XY Graph

Scopel

Posicion X

¥y
Angulo Alfa| _»@
Vil

vi2

/ =it o

Ramp Voltaje Motor2

Voltaje Motorl

Step

F1
Scope3 B2

Modelo Directo
Guiado Di ial HEM

BN

Scope2
ERO P

Posicion Y|
Posicion X|
Angulo Alfa|
vil

vi2

A 4

Voltaje Motorl

XY Graph2

Scope4

Tearga|
F1

L—P»| Voltaje Motor2
Tmotor|

F2

Modelo Plataforma Diferencial considerando B_vy B w

Figura 8. Modelos plataforma
diferencial.

La figura 9 presenta las trayectorias, orientaciones y
velocidades de los modelos con coeficientes de rozamiento 50
[kg/s]y 50 [kg-m*rad-s]. Las velocidades lineal y angular para
el modelo con rozamiento son menores, afectando las
posiciones en la trayectoria total generada y el angulo de
orientacion; debido al coeficiente de rozamiento lineal, avanza
mas lentamente, como era de esperarse, dada la accion de la
fuerza de rozamiento en sentido contrario a las fuerzas
generadas para el desplazamiento en cada motor. Debido al
coeficiente de rozamiento angular, cambia el angulo de
orientacion y, por ende, el sentido de giro en el robot.

5. CONCLUSIONES

Debido a la diferencia entre las velocidades y aceleraciones
de cada motor, se producen los movimientos lineales y
angulares del robot movil, de ahi el nombre de la plataforma
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Figura 9. Trayectorias generadas en los modelos, pardmetros
con Bv =50[kg/s] y Bw = 50[kg'm?/rad-s].

“Diferencial”. Esta es la configuracion mas sencilla de todas
para desplazamientos en terrenos lisos.

La obtencion de los modelos cinematicos y dinamicos de la
plataforma robédtica movil resulta considerablemente sencilla
si se considera que la base de la plataforma es una
circunferencia de un radio determinado y que las dos ruedas
estan alineadas sobre un mismo eje que pasa por el centro de la
base, aunque los movimientos de cada motor son
independientes. Si en la practica no ocurre eso, se debe analizar
la plataforma (especificamente sus movimientos alrededor del
eje z) conrespecto a su centro de masa.

Aunque se utilizaron valores para los coeficientes de
rozamiento considerablemente altos en las simulaciones, las
trayectorias generadas son notablemente diferentes, por lo que
amenos que sus valores sean muy pequenos, se deben incluir en
elmodelo de la plataforma que se desea controlar.
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