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Resumen

Este articulo aborda el tema desarrollado por el grupo de investigadores
de Ensefnanza de Ciencias y Tecnologfa del Instituto Federal de Educacion
de Pernambuco (IFPE) para auxiliar el desarrollo del programa de
Laboratorio de Practica y Enseflanza de la Matematica del curso de
licenciatura en la modalidad de educacion a distancia, con el apoyo de la
Universidad Abierta del Brasil. En este texto describimos peculiaridades
contenidas en las demostraciones del Teorema de Pitagoras con el fin de
ilustrar algunos de esos métodos. La seleccion de estas se fundamento y
basé en la comparacion de areas por medio de la superposicion de figuras
y el uso de diversos recursos en clase. Ademas se presentan algunas
generalizaciones de ese teorema, tan importante en la resolucién de
problemas en matematicas.

Palabras Clave: Teorema de Pitigoras; figuras geométricas;
demostraciones, generalizaciones.

Resumo

Este artigo aborda tema desenvolvido pelo grupo de pesquisadores'
de Ensino de Ciéncia e Tecnologia do Instituto Federal de Educagao de
Pernambuco (IFPE); para subsidiar ementa da disciplina Laboratério de
Pratica e Ensino de Matematica do curso de Licenciatura em Matematica
na modalidade de Educagio a Distancia com apoio da Universidade
Aberta do Brasil. Neste texto descrevemos peculiaridades contidas nas
demonstra¢goes do teorema de Pitigoras a fim de ilustrar alguns desses
diferentes métodos. A selecio das mesmas se fundamentou na utilizacao de
aspectos geométricos que se baseiam na comparagao de areas, por meio de
superposicao de figuras e na viabilidade de recursos diferenciados na sala de
aula. Além disso, apresentamos algumas generalizacGes desse teorema tio
importante na resolugao de problemas na Matematica.
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Palavras Chave: Teorema de Pitdgoras; figuras geométricas;
demonstra¢oes, generalizagoes.

! As autoras integraram equipe multidisciplinar de pesquisadores a formagio de
professores do IFPE no projeto Universidade Aberta do Brasil de 2006 a 2008.
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Résumé

Cet article aborde le sujet développé par le groupe de chercheurs
d’Enseignement de Sciences et Technologie de IInstitut Federal de
Educacién de Pernambuco (IFPE), pour aider au développement du
programme du Laboratoire de Stage et Enseignement des Mathématiques
du cours de Licence dans la modalité d’éducation “a distance, avec 'appui
de’Université Ouverte du Brésil. Dans ce texte, on décrit des particularités
contenues dans les démonstrations du Théoréme de Pythagore, en ayant
comme but le fait d’illustrer quelques-unes de ces méthodes-la. La
sélection de ces particularités-la, a été fondée et basée sur la comparaison
des domaines, par le biais de la superposition de figures et I'utilisation de
diverses ressources en classe. En plus, on présente des généralisations
de ce théoréme-la, si important dans la résolution des problemes en
mathématiques.

Motsclés: Théoréme de Pythagore, figures géométriques,démonstrations,
généralisations.

Abstract

This article explores a topic developed by a group of researchers of the
Science and Technology Teaching School of Instituto Federal de Pernambuco,
Brazil (IFPE), in assistance to the development of the Mathematics Practical
and Teaching Laboratory of the distance learning Teaching Licensure,
financed by the Universidad Abierta de Brasil. In this article, we describe
the peculiarities present in the proofs of the Pythagorean theorem with
the purpose of illustrating some of these methods. The selection of these
peculiarities was founded and based on the comparison of areas by means
of the superimposition of geometrical shapes and used several different class
resources. Some generalizations of this important theorem in mathematical
problem-solving are also shown.
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Generalidades

O Teorema de Pitagoras ¢ um dos mais utilizados na Geometria Plana.
Sua aplicagao nas resolugdes de problemas geométricos envolve situagoes
que sdo vistas desde o Ensino Fundamental ao Ensino Médio. Esse lado
muitas vezes ¢ esquecido sendo comumente tratado como uma simples
formula a memorizar deixando de lado a sua compreensao, gerando o
desinteresse de alguns alunos.

Além disso, as demonstracGes desse teorema podem servir para discussoes
na sala de aula tanto para o aspecto da matematica formal, quanto para a
educacao matematica, buscando contextualizacGes no aspecto da historia
da matematica e em aplicacGes no cotidiano. A revista Super interessante
(1998) traz uma curiosidade na qual encontramos de maneira explicativa
uma aplicacdo para o teorema de Pitagoras.

O corte das velas quadrangulares era simples de obter com o
graminho (tdbua com tragados e medidas) e as outras medidas do
barco. Para as triangulares, os construtores se valiam do teorema
de Pitagoras, conhecida como regra do 3 — 4 — 5. O lado maior,
que deveria medir 30% a mais que o comprimento total do saveiro
(obtido com o graminho), recebia o valor 5. Era a hipotenusa.
Os outros lados (catetos) recebiam os valores proporcionais 3 e
4, formando um angulo reto entre si. Para um saveiro com dois
mastros, a hipotenusa da vela menor teria comprimento igual ao
da quilha. Revista Super interessante “Saveiro a risca”. ano 12, n°

4 abril de 1998.

De acordo com Bastian (2000), atualmente se conhecem cerca de 400
demonstracoes desse teorema, produzidas por diferentes autores e em
diversas épocas, que dificulta a descrigao historica desse percurso.

O professor Elisha Scott LLoomis reuniu 230 demonstra¢bes publicando
o livto “The Pythagoroream Proposition”. A segunda edigio teve 140
demonstracdes a mais. Loomis classificou as demonstracdes em dois
tipos: algébricas (baseadas nas relagdes métricas nos triangulos retangulos)
e geométricas (baseadas em comparagdes de areas) Além desse, no livro
Pitdgoras Africano de Paulus Gerdes (1992) o autor mostra uma sétie
infinita de demonstracoes deste teorema.
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Berté (1995), na Franca fez um estudo onde identificou que os erros
mais freqlientes cometidos por alunos durante a resolugdao de problemas
com a utiliza¢do do Teorema de Pitagoras seriam reflexos da auséncia de
problematiza¢io na abordagem do tema.

Bastian (2000) em sua dissertaciao indica que os erros cometidos pelos
alunos na sua aplicacao poderiam ser explicados como conseqiiéncia da
abordagem utilizada no seu processo de ensino-aprendizagem, porém
sem esquecer os fendmenos concernentes a apreensao operatoria. Nesse
estudo ela indica outras classificacGes para as demonstracoes do teorema
de Pitagoras onde sao aplicados outros recursos de matematica como, por
exemplo, “a igualdade das areas dos quadrilateros (método de Euclides),
figuras geométricas nas quais as areas se mantéem (método geométrico),
principio da igualdade da decomposicdo, principio da igualdade do
completamento, operacoes algébricas, relagoes de semelhanca, métodos
vetoriais, métodos da Geometria Analitica, etc” (p.27).

Quebra-Cabegas e seu uso na sala de aula: vantagens
e desvantagens

Varios pesquisadores na area de Educacao Matematica (KALEFE, REI
e GARCIA, 1997; Bigode, 1994) desenvolveram recursos didaticos
buscando motivar os alunos para o estudo das formas e relaciona-los
com o cotidiano, onde podemos destacar os jogos geométricos planos
¢ espaciais, do tipo “quebra-cabeca”, dobraduras de papel, malhas
quadriculadas, isométricas.

Na utilizacio de jogos de quebra-cabeca, nota-se o fascinio e a
motivagao que desenvolvem em criangas, jovens e adultos, atraidos ora
pelo colorido das pecas, ora pelo desafio inerente da dinamica do jogo,
podendo assim ser um o6timo recurso para o ensino-aprendizagem de
Matematica. Quando se permite a construgdo de jogos pelos alunos
estamos promovendo a oportunidade de revisitar assuntos de geometria
comumente esquecidos pelos professores além de despertar o interesse,
pois eles estardo “brincando” com sua produgao. Dessa forma, os alunos
também podem desenvolver a percepeao visual e a coordenac¢io motora,
entre outras coisas.
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De acordo com os PCN? “as atividades de geomettia sdo muito propicias
para que o professor construa junto com seus alunos um caminho a
partir de experiéncias concretas leve-os a compreender a importancia e a
necessidade da prova para legitimar as hipoteses levantadas. Para delinear
esse caminho nio se deve esquecer a articulagdao entre trés dominios: o
espaco fisico, as figuras geométricas e as representagdes graficas” (Brasil,

1998).

Sobre a articulacao destes dominios, devemos tomar bastante cuidado
quanto a validagdo das provas com uso de recursos materiais. No caso do
Teorema de Pitagoras os PCN ainda comentam que:

O professor propde ao aluno, por exemplo, um quebra-cabega
constituido por pegas planas que devem comport, por justaposi¢ao,
de diversas maneiras diferentes, um modelo material de um
quadrado (ver figura). Utilizando o principio aditivo relativo ao
conceito de area de figuras planas, observa-se que a’>=b*+c°.
Diz-se, entdo, que o Teorema de Pitdgoras foi ‘provado’.

(-..) Apesar da forca de convencimento para o aluno possam ter
esses expetimentos com material concreto ou com a medi¢do de um
desenho, eles ndo se constituem provas matematicas. Ainda que essas
experiéncias possam ser aceitas como “provas’ no terceiro ciclo;
¢ necessario, no quarto, que as observagdes do material concreto
sejam elementos desencadeadores de conjecturas e processos que
levem as justificativas mais formais (Brasil, 1998, p. 126-127).
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Posteriormente no quarto ciclo as justificativas para esse tipo de
demonstracdao podera ser feita com base a congruéncia de figuras planas
e no principio da atividade para as areas.

Num. 3 -

Madsen (1993, p.10) em seu livro Descobrindo Padrées para o Teorema
de Pitdgoras traz uma discussdo sobre equicomposicio e decomposicio

2 Parametros Curriculares Nacionais (Brasil).
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de figuras. Nesse livro o autor sugere uma questio “E possivel decompor
o quadrado da hipotenusa num nimero finito de poligonos que possam
compor o quadrado de um dos catetos e o quadrado de outro cateto?”
Essa pergunta ¢ respondida afirmativamente e exemplificada a partir
da decomposicio em cinco poligonos, proposta pelo escritor frances J.
Ozanan (1640-1717) na qual nos deteremos a seguir.

Confec¢do do Quebra-Cabega Pitagorico
Considere o triangulo ABC retangulo em A e os quadrados ACDE e
ABFG construidos a partir dos catetos do triangulo ABC (Quadro

1). Trace BI e CJ perpendiculares a hipotenusa BC do triangulo ABC
(Quadro2).

G

D
L/
B Cc

B C

Agora tracemos JK segmento paralelo a BC, obtendo os poligonos 1, 2, 3,
4 e 5 que serdo as pegas do quebra-cabega, conforme Quadro 3.
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A partir dessa divisio em pecas podemos discutir sobre as caracteristicas
dos poligonos formados:
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Atividade 1:

(A) Como vocé pode classificar os poligonos formados a partir da
decomposicio de Ozanan expostas no Quadro 3 (Nomeie de acordo com
a numerac¢io de cada poligono):

1: 2:
3: 4:
5:

(B) Quantos angulos retos vocé observa em cada figura?
(C) Com as 5 pegas desse quebra-cabeca através da justaposicdo monte
apenas um quadrado que tera o lado igual a hipotenusa BC do triangulo

ABC.

Or-p<

D) Agora com a resposta da questio C em maos, descreva o processo de
construcao da decomposicio de Osanan no quadrado de lado BC

ApO6s essa atividade, através do principio da aditividade relativa as areas de
figuras planas justapostas ¢ possivel concluir que a area do maior quadrado
¢ a soma das areas dos dois quadrados menores. Dai se parte para a
identificacio desses quadrados como sendo construidos sobre os lados de
um triangulo retangulo. Terfamos, dessa forma, uma verificagao com auxilio
de materiais concretos do Teorema de Pitagoras.
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Kallef, Rei e Garcia (1997) observaram que criangas a partir de oito anos
ja realizam tarefas desse tipo. Indicam ainda que essas atividades “devem
ser realizadas como uma preparacio visual dos conceitos que o aluno deve
formar, para poder organizar, informalmente as concepgoes matematicas
ao estudo do Teorema de Pitagoras que queremos introduzir em fase
mais avancada de escolaridade” (p. 52).
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Confec¢io do Quebra-Cabega Pitagdrico ‘Disseccdo
de Perigal’

O proximo quebra-cabeca se originou a partir da demonstragio de
teorema de Pitagoras feita por Henry Perigal (1801-1898) corretor inglés
em 1830 que ficou conhecida como “Disseccdo de Perigal”.

A partir de agora discutiremos a construcao desse quebra-cabeca. No
quadro 4 dispomos dos quadrados ABFG e ACDE construidos a partir
dos catetos do triangulo retangulo ABC.

No quadrado ACDE tragamos as perpendiculares MN e JK que passam

pelo centro I (marcado pelo encontro das diagonais AD e CE) desse
quadrado, com MN perpendicular a hipotenusa BC, conforme mostra o

quadro 5°.

G
D
F
B Cc

Abaixo no quadro 6 mostramos as pe¢as formadas a partir dessa

- Pag. 103 - 118
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3 As figuras em evidencias nos quadros acima foram produzidas a partir do livro de
Madsen (1993) pelas autoras Lialda Cavalcanti e Cristiane Rocha
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Notamos a que as figuras 2, 3, 4 e 5 sdo congruentes. Hssa observagiao
pode ser facilmente observada pelos alunos através da sobreposi¢ao de
pecas. Agora é com vocé, monte o quadrado relativo a hipotenusa do
triangulo retangulo com as cinco pecas.

Confec¢do do Quebra-Cabega Pitagorico n° 3

7

Agora, vamos montar um quebra — cabecas construindo as seguintes
pecas:

® 4 triangulos retangulos congruentes com as medidas dos catetos
iguaisa bec

* 1 quadrado com medida do lado igual a medida da hipotenusa do
triangulo retangulo a

118

3 -

Atividade 2:

(A) Qual o poligono que ¢ possivel formar juntando-se as 4 pegas
congruentes? Por qué?

011 - Pag 10

"

B) E possivel formarmos poligonos, juntando-se as 5 pecas ? Se sim,
quais?

Resposta 1 Resposta 2

Primer Semestre
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c) Utilizando-se a area do quadrado e o produto notavel (Quadrado
da soma de dois termos) encontraremos uma relacdo matematica
(teorema) difundida pelos discipulos de uma escola grega que envolve
uma propriedade especifica entre os lados do triangulo retangulo: o terno
numérico (a, b, ¢). Prove este teorema.

Resposta 3

Os quebra-cabecas aqui apresentados apresentam de maneira ladica por
meio de experimentos o teorema de Pitagéras. A criacio dos mesmos
se fundamenta nas diversas demonstracoes geométricas* produzidas para
esse teorema. Nao representam demonstracoes matematicas em si, mas
permitem conjecturas como a generalizagdao apresentada a seguir.

Generalizag¢io do Teorema de Pitagoras

George Polya (1887-1985) hungaro que
em 1945 publicou o famoso livro “How
to Solve It” onde ele descreve estratégias
de resolu¢io de problemas que até
hoje sao utilizadas na matematica e no

ensino de matematica. Pdlya também . ’
produziu uma demonstragio para o
teorema de Pitagoras, trazendo o que

podemos chamar de uma generalizagao
para esse importante teorema. A seguir,
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descrevemos essa generalizagio.

Num.

4 No site http://roble.pntic.mec.es/jarran2/cabriweb/1triangulos/teorema-
pitagorashtm ha a apresentagdo de outros quebra-cabecas baseados na
demonstracio geométrica do Teorema de Pitdgoras com aplicativos de Java
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Suponha que seja possivel a construcao, sobre os lados de um triangulo
retangulo, figuras semelhantes A1, A2 e A3 de modo que:
Area(A3) = Area(A2)+ Area( Al)

Conforme a figura ao lado. Sendo A1, A2 e A3 figuras semelhantes temos
que:

Area(A43) _a ‘ Area(A43) _a ' Area(A2) N

Area(A2) b*° Area(Al) ¢ Area(Al) ¢

Suponha agora que B3, B2 e B1 sdo outras figuras semelhantes construidas,
respectivamente, sobre os lados do mesmo triangulo retangulo (a,b,c).
Logo,

Area(B3) _ Area(B2) _ Area(B1) —u

Area(43)  Area(A2) Area(Al)

Onde podemos escrever que

Area(B3) = o - Area(A3)

Area(B2) = o - Area(A2)

Area(Bl) = o - Area(Al)

E dai

Area(53) =a- A’rea({B) = a(Area(AZ) + Area(Al))
=0 Area(A2) + o - Area(Al)

= Area(B2)+ Area(Bl)

Desse modo mostramos que se existirem figuras semelhantes particulares
A3, A2, A1, construidas respectivamente sobre os lados de um triangulo
retangulo (a,b,c) que satisfaca a condicio:
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Area(A3) = Area(A2) + Area(Al).

Entdo, quaisquer outras figuras semelhantes B3, B2 e Bl construidas
sobre a hipotenusa a e os catetos b e ¢, possuem a mesma relagao.

Ja sabemos pelas consideracdes anteriores que essa relacio pode ser

aplicada para quadrados semelhantes, ou seja, a’=b>+c*.

- Vol. 2. Num. 3 -

Praxis & Saber

ISSN 2216-0159




O resultado de Pdlya ¢é aplicado a quaisquer figuras, muitas delas bem
criativas. A partir de algumas dessas generalizagoes foram criados alguns
puzzles (termo americano para problema recreativo que apresenta
alguma dificuldade, quebra-cabeca) em particular separamos uma figura
que consiste de um triangulo retangulo juntamente com trés hexagonos
regulares cuja medida do lado de cada um deles ¢ igual 2 medida do lado
do triangulo no qual estio desenhados.

A escolha especifica dessa figura se justifica pelo quebra-cabeca que sera
construido a partir da mesma. A construciao desse quebra-cabecga é mais
complicada, pois o nimero de pecas ¢ maior e as formas sio menos
utilizadas em outros jogos.

Pecgas do quebra-cabe¢ca HEX

(e )\

Para formar o quebra-cabeca HEX® precisaremos de 3 pegas A; 3 pecas
B; 3 pecas C e 6 pecas D, formando um total de 15 pegas com as quais
o aluno 4deve montar os hexdgonos formados a partir dos catetos do

triangulo retangulo e depois montar com todas as pecas o hexdgono
formado a partir da hipotenusa do triangulo.

Ao lado apresentamos uma das solugdes SOLUCAO DE H3
para o hexdgono formado a partir da

hipotenusa do triangulo  retangulo.

Para reproduzir com seus alunos esse

tabuleiro aconselhamos a utiliza¢do da

malha isométrica (formada por triangulos

equilateros).
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Essa abordagem permite identificar
relagoes entre as figuras produzidas no

* Jogo reproduzido da Experimentoteca de jogos matematicos do Laboratério de
Ensino de Matematica da UFPE
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HEX revisitando conteudos como fragdes a areas desses poligonos,
como pro exemplo:

(1) Que fragao vocé pode compor relacionando as figuras (A) e (B)?
Qual a relagdo que podemos inferir entre as areas (A) e (B)?

(2) E entre as areas das figuras (A) e (D)?

(3) Qual a relagdo que vocé pode chegar ao comparar as figuras (A)
e (C)?

(4) Se considerarmos a area da figura D como 1 unidade de area, vocé
pode calcular a area das figuras A, B e C?

Esse tipo de pergunta faz com que os alunos discutam e criem através
da sobreposicao de pegas as suas conjecturas, permitindo que cheguem a
resposta sem a utilizagdo de férmulas ja prontas.

Durante o procedimento da resolucio do desafio o professor podera
fazer comentarios a respeito da simetria encontrada em algumas solugdes.
Neste desafio, os alunos que estao estudando o teorema de Pitagoras,
percebem que a area do hexagono regular construido sobre a hipotenusa
de um triangulo retangulo é igual a soma das areas dos hexagonos regulares
construidos sobre cada um dos catetos.

118

Agora ¢ com voce! Construa a partir das pegas do quebra-cabeca HEX
dois hexagonos regulares (H1 e H2). Nao pode haver sobreposi¢ao de
pecas e todas as pegas deverao ser utilizadas nessa construcao.

3 -

Esse desafio ¢ bastante util para alunos que estido estudando o teorema
de Pitagoras, perceberem que a area do hexagono regular construido
sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo € igual a soma das areas dos
hexagonos regulares construidos sobre cada um dos catetos.

Durante o procedimento da resolugio do desafio o professor podera
fazer comentarios a respeito da simetria encontrada em algumas solugdes.
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Outros quebra-cabe¢as podem ser construidos a partir da generalizag¢ao
do Teorema de Pitagoras como o proposto por Kaleff et al (1997) nos
quadros 7 e 8 a seguir.

ber - Vol. 2.
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Quadro 8

4

\ 4

O interessante nesses quebra-cabecas ¢ que eles sdo construidos com as
mesmas pegas podendo ser a fonte de discussao de figuras semelhantes e

das relagoes entre as areas das mesmas. Outras figuras semelhantes podem
ser produzidas com a utilizacdo dessas mesmas figuras, basta utilizar a
justaposi¢ao das pecas!

Outra curiosidade sobre os ternos pitagoricos diz respeito aos membros

da escola grega, cujo simbolo era um Pentagrama, que elaboraram um
método para obtengao destes ternos, como se apresenta na tabela a seguir:

c= b=4 a=5
3 1 c=8 b=6 a=10
3 2 c=5 b =12 a=13
4 1 c=15 b=8 a=17
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Considere as seguintes medidas:
= Catetos:bec
= Hipotenusa: a

Sejam m e n dois numeros inteiros tais que um

¢ menor que o outro (m >n ou n < m)
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Consideracdes Finais

Acreditamos que as construgoes dos jogos de quebra-cabegas apresentadas
podem fomentar a discussao sobre o Teorema de Pitagoras e sobre aspectos
gerais da matematica, explicitando de maneira ludica relagdes com outros
assuntos como areas de figuras planas, razao e proporgao.

As atividades apresentadas podem proporcionar discussdes dessas
tematicas em aulas de Matematica com os alunos do Ensino Fundamental
e ainda possibilitam o debate com outros professores em momentos de
formacao continuada apresentando outras maneiras de se trabalhar com
quebra-cabegas do teorema de Pitagoras em sala de aula.

inalmente, na constituicio de um grupo de estudo, a concepcao de
Finalmente, tituicdo d g de estudo, ¢io d
ensino num processo dialégico de construcao de saberes, favorece o
esenvolvimento de investigagcdes apoiadas no modelo da racionalidade
d lvimento de investiga¢ iad delo d ionalidad
pratica a construcio de relacGes e saberes significativos a pratica
profissional de professores, 2 medida que promove a cooperagio, a
colaboragio e o respeito aos saberes tedricos dos professores.
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