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SOBRE ALGUNAS D’

EN DIDACTICA DE

LA MATEMATICA:
DESIGNACION,
DENOTACION,
DENOMINACION,
DEFINICION,
DEMOSTRACION.
REFLEXIONES MATEMATICAS
Y DIDACTICAS QUE PUEDEN
CONDUCIR LEJOS

Resumen

En la accién normal del aula, existen momentos
delicados a los cuales no se les presta atencion
por una clara falta de competencia; por ejemplo
no se estudian las acciones de designacion, de
denotacién (y connotacion), de denominacion y
de descripcion, mientras que las operaciones de
definicién y de demostracién en ocasiones se
tienen bajo observaciéon. En este breve texto se
quiere llamar la atencién sobre estos momentos
matematicos de gran importancia.

Palabras clave: designacién, denotacion,
denominacion, definicion, demostracion.
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ABout SoME ‘D’ IN DIDACTICS OF
MATHEMATICS: DESIGNATION, DENOTATION,
DENOMINATION, DEFINITION, IDEMONSTRATION.
MATHEMATICAL AND TEACHING REFLECTIONS
THAT CAN GO A LONG WAY.

Abstract

In the habitual classroom actions there are delicate moments to which
one doesn’t pay attention due to a lack of competence; for example,
one doesn’t pay attention to the actions of designation or denotation
(and connotation), denomination and description, while operations of
definition and demonstration are much more kept under observation.
In this short text, we want to draw attention on all these mathematical
moments of great significance.

Key words: designation, denotation, denomination, definition,
demonstration.
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A Proros DE QUELQUES ‘D’ DANS LA DIDACTIQUE
DEs MATHEMATIQUES: DESIGNATION, IDENOTATION,
DENOMINATION, DEFINITION, IDEMONSTRATION.
REFLEXIONS MATHEMATIQUES ET DIDACTIQUES QUI
PrEUVENT MENER LOIN.

Résumé

Lors de ’action normale de salle de classe, il existe des moments délicats
au cours desquels 'on ne préte pas attention par un manque évident de
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SOBRE ALGUNAS ‘D’ EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA:
DEsIGNACION, DENOTACION, DENOMINACION, DEFINICION, DEMOSTRACION.

compétence; par exemple, les actions de désignation, de dénotation (et
connotation), de dénomination et de description ne sont pas étudiées,
tandis que les opérations de définition et de démonstration sont mises,
a Poccasion, sous observation. Le but de ce texte succinct, est d’attirer
attention sur ces moments mathématiques de grande importance.

Mots clés: désignation, dénotation, dénomination, définition,
démonstration.

SOBRE ALGUMAS ‘D’ EM DipATicA DA
MATEMATICA: DESIGNACAO, DENOTACAO,
DENOMINACAO, DEFINICAO, DEMONSTRACAO.
REFLEXOES MATEMATICAS E DIDATICAS QUE
PopEM LEVAR LONGE

Resumo

Nas acoes do dia a dia da sala de aula, existem momentos dificeis aos
quais nao se lhes presta atencao por uma clara falta de competéncia;
pot exemplo, nao se estudam as acoes de desighacio, de denotacao (e
conota¢ao), de denominacao e de descricao, enquanto as operagoes de
definicio e de demonstracao as vezes se tém sob observacao. Neste breve
texto se quer chamar a atencao sobre estes momentos matematicos de
grande importancia.
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Palavras Chave: designagio, denotacio, denominacio, defini¢io,
demonstracao.
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Introduccion

LLa mayor parte de nosotros, seres humanos, confunde entre sf operaciones
que los lingtiistas y filésofos estudian como no sinénimas; lo hace en la
cotidianidad, lo hace en la practica discursiva, en la comunicacion... Y lo
hace cuando ensefia matematica. Pero dado que siempre nos damos mas
cuenta de que eventuales fracasos en el aprendizaje de la matematica no
son necesariamente vinculados a la falta de comprension de la disciplina
sino a problemas relacionados con el lenguaje, con los diferentes
lenguajes, con las acciones semidticas, con los habitos implicitos etc.,
que giran alrededor del aprendizaje, consideramos que pudiera tener un
cierto interés distinguir y evidenciar las operaciones de designacién, de
denotacién (y connotacion), de denominacion y de descripcion de los
objetos matematicos, ya que cada una de éstas tiene una funcién precisa.
Quisimos también notar que estos términos evocan actividades ligadas a
las practicas del definir y del demostrar, cuyas dificultades de aprendizaje
han sido objeto de muchisimas investigaciones especificas.

Sélo como consideracion, quisimos evidenciar una vez mas como este
tipo de reflexiones, aunque no muy profundas, muestran que la actitud
pragmatista ofrece un mejor marco que la realista para nuestra disciplina.
Para esto nos servimos de las reflexiones de John Stuart Mill, economista
y filésofo de gran auge en los aflos sesenta, pero, desafortunadamente,
olvidado rapidamente.

Designacion, denotacion (y connotacion), denominacion,
descripcion y definicion

Designacion

Designar tiene varios significados: establecet, estipular o fijar alguna cosa
(una fecha, el lugar para una cita, personas a quienes adjudicar algo...);
pero también indicar algo con un término apropiado o elegir a alguien
para un encargo, proponer un candidato. En su acepcion mas cercana a
la matematica, designar indica una oportuna eleccion para indicar algo.

Por ejemplo, parece oportuno indicar un segmento con dos letras
mayusculas cada una de las cuales indica sus (puntos) extremos (A y B)
[que algunos escriben AE, confundiendo el segmento con su medidal;
mientras que no serfa oportuno ni necesario, aunque no por eso prohibido,
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SOBRE ALGUNAS ‘D’ EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA:
DESIGNACION, DENOTACION, DENOMINACION, DEFINICION, DEMOSTRACION.

indicar un segmento con tres letras mayusculas (ACB, serfa Gnicamente
necesatio que C pertenezca al segmento AB...).
/ B

/

Obviamente, en situaciones particulares, es igualmente oportuno indicar
un segmento con una letra minuscula: el segmento s.

_—

Naturalmente, la designacién es un hecho relativo y no absoluto; por
ejemplo, en el conjunto de todos los segmentos de un plano dado o, no es
una designacion significativa indicar un segmento dando su longitud (por
ejemplo 3 cm.) pues existen infinitos segmentos que cortesponden a dicha
designacion; pero, en un conjunto de segmentos dados, en el cual existe un
unico segmentos de 3 cm. de largo, aquella designacion serfa correcta.

LLa designacion no es siempre excelsa, desde un punto de vista matematico;
en mas de una ocasion se recurre a términos no siempre matematicamente
correctos. Si, por ejemplo, en una misma pagina aparecen dos cuadrados,
uno de ellos algunas lineas mas abajo que el otro (tipograficamente), la
designacion “el cuadrado de arriba”, si bien es aceptable en el lenguaje
comun dado que, precisamente, designa uno de los cuadrados, no es
excelsa desde un punto de vista matematico si lo que se desea es hacer
referencia a dos cuadrados coplanarios.

La designacién tiene muy poca relacion con la matematica; designar
un objeto matematico es un hecho comunicativo util para hacer que el
emitente y el receptor se entiendan. Sin embargo, en la practica didactica
el emitente—docente se centra obstinadamente en cuestiones que tienen
que ver mas con la designacion que con aspectos matematicos, haciendo
creer al receptor-estudiante que lo esencial de la matematica esta en la
designacion. Por ejemplo es inutil usar el signo < que aparece a menudo
antes de las tres letras mayusculas con las cuales se designa un angulo,
cuando es precedido de la expresion en palabras “el angulo”; es decir,
escribir: “el dngulo < ABC 7 como se lee a veces, es redundante, pedante
e inutil. De estas formas de designaciones inutiles se pueden seguir
enunciando muchas otras.
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Denotacién (y connotacidn)

Dado un término, por ejemplo el sustantivo “conejo”, la denotacion es
una frase que lo describe, lo caracteriza, por ejemplo “roedor que...”
tipica de los diccionarios o de las enciclopedias. No es extrafio encontrar
los diccionarios en los cuales se denota de forma tal que se crean circulos
Viciosos:

Circunferencia: curva que circunde el circulo.
Circulo: parte del plano circundada por una circunferencia.

Pero todo término del lenguaje lleva en si caracteristicas, por lo general,
ligadas mas a los sentidos figurativos que al verdadero significado, es
decir, significados que acompanan al significado substancial, atributos
estilisticos, afectivos, o reenvios a aspectos literarios (con modalidades
positivas o peyorativas o eufemisticas); por ejemplo “conejo” comporta
connotativos de falta de coraje o de truhanerfa. Se habla entonces de
connotacion.

Por ejemplo, la palabra “recta” tiene una denotacién: linea que se
puede recorrer sin cambiar direccidén (esta no es una definicidn, sélo
es una denotacion); pero implica connotaciones que derivan del uso
popular y eufemistico: correcto, honrado, honesto, que sigue las reglas
etc. Al estudio de las connotaciones se dedico el filésofo y economista
britanico John Stuart Mill (1806 — 1873) quien distingue entre términos
(puramente) denotativos (por ejemplo los nombres propios) y términos
connotativos (atribuidos a nombres comunes que, ademas de denotar,
connotan). Stuart Mill aplico esta distincion a su particular concepcion de
légica, pensada como verdadero y propio instrumento de pensamiento,
productor de ideas.

Distingue atun entre: proposiciones verbales caracterizadas por el hecho
de que el predicado expresa un concepto ya contenido en el sujeto
(los hombres son racionales: la racionalidad es tipica del ser humano y
por lo tanto lo denota y lo connota) por tanto, de hecho, privadas de
informacién; proposiciones reales, cuando el predicado expresa un
concepto no contenido en el sujeto.

Estole permite agregaralalogica, considerada como deductiva (deduccion:
inferencias que van de lo general a lo particular), o inductiva (induccién:
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SOBRE ALGUNAS ‘D’ EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA:
DESIGNACION, DENOTACION, DENOMINACION, DEFINICION, DEMOSTRACION.

inferencias que van de lo particular a lo general), un tercer aspecto que
pone como fundamento de los otros, basado sobre la realidad empirica.
Para ¢, en los silogismos la premisa mayor (todos los hombres son
mortales) no es mas que una expresion general que representa un conjunto
de observaciones particulares (cualquier ser humano que evidenciemos,
es mortal). Segtin John Stuart Mill el conocimiento es por tanto un hecho
empirico y las generalizaciones son sélo una lista comprimida de casos
particulares. También la matematica se incluirfa, segin este estudioso, en
esta acepcion: se parte de objetos empiricos sobre los cuales se hacen
abstracciones relativas a ciertas propiedades (Mill, 1843).

Denominacion

Se trata de la atribucion que se le da a un sustantivo con el fin de
identificar o especificar el objeto o la persona o el ente en cuestion.
En el analisis l16gico propedéutico al latin, se hablaba de complemento
de denominacién como aquello que introduce una informaciéon que
especifica algo significativo en referencia al término al cual se refiere. «La
ciudad de Bogota»: “de Bogota” es el complemento de denominacién (en
verdad en latin no existia la necesidad de dicho complemento).

Descripcion

La etimologia de este término es simple y a la vez problematica: viene del
latin “de” que indica cumplimiento de accién y “scribere”, escribir. Pero
con esta palabra se indica algo complejo que podtia expresarse como
hacer que el emitente se refiera a un hecho, persona, lugar, y que trace lo
mas fielmente posible una reproduccion en algin sistema descriptivo (por
ejemplo semibtico) encaminado a lograr que el receptor pueda hacerse
una imagen, una idea, figural o esquematica, o fotografica que sustituya
la original.

En matematica no es usual describir una figura geométrica, por ejemplo,
pero se sustituye esta actividad con una imagen visual directa o con una
definiciéon. Menos atn se desctiben otros objetos matematicos pero no
geométricos, como una relacion binaria, o una funcién, o una operacion
aritmética. Pero la descripcidn es en ocasiones necesaria pues permite
presentar propiedades de los objetos que no pueden ser todos enumerados
en una laconica definicion; por ejemplo, en geometria elemental, veamos
una descripcion del cuadrado: un cuadrado es un rombo que tiene todos
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los angulos de igual amplitud, las diagonales de igual medida, otros dos

¢jes de simetria ademas de las diagonales. ..

Dicha descripciéon es en cierto sentido sobreabundante; de hecho, se
puede demostrar que si un rombo tiene todos los angulos de igual medida
entonces también las diagonales tienen igual medida o se puede demostrar
que tiene otros dos ejes de simetria ademas de las diagonales y viceversa.
La descripcion por tanto no es una definicion; para definir un cuadrado,
basta una sola de estas propiedades, dado que si tomamos una de éstas
como hipdtesis se deducen como tesis las otras.

Definicion

Consideremos como ejemplo las siguientes dos definiciones: un numero
natural se dice primo cuando tiene exactamente dos divisores; un
cuadrilatero se dice trapecio cuando tiene al menos una pareja de lados
paralelos.

Una definicion sirve para identificar, para circunscribir, para indicar, para
elegir, para designar, para denominar, para denotar, incluso para connotar.
Por ejemplo, ¢8 es, o no es, un nimero primo? Veamos cuales son sus
divisores: 1, 2, 4, 8; pues bien, tiene cuatro divisores, por tanto no es
primo. Viceversa, 5 tiene como divisores solo 1 y 5, exactamente dos, por
tanto 5 es un numero primo.

Podrtiamos preguntarnos, ¢y si en lugar de definir los enumeramos todos?
Cierto, es una soluciéon; entonces los nimeros primos son aquellos que
aparecenenlasiguientelista: 2,3,5,7,11,13... Bien, ipero qué encontramos
después de la coma? Por ejemplo ¢17777890564734442109707 esta, o no,
en la lista? La dificultad de dar una respuesta a esta pregunta muestra
como lo compacto de la definicion proporciona un instrumento, donde
una lista completa es imposible (como en el caso de los numeros primos
que son notoriamente infinitos) o demasiado compleja cuando la lista
no se puede proponer (¢Carlos Eduardo Vasco Uribe es mayor de edad?
¢Entra en la lista mundial completa de todas las personas mayores de
edad? ¢Quién podria concretar una lista de este tipo? Mucho mejor serfa
peditle st ya cumplié 18 afios, aprovechando la definicién).

Eluso de definiciones, como hemos visto, no es peculiar de la matematica;
tomemos un ejemplo de la vida de todos los dfas al cual hicimos alusion
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SOBRE ALGUNAS ‘D’ EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA:
DESIGNACION, DENOTACION, DENOMINACION, DEFINICION, DEMOSTRACION.

lineas arriba: mayor de edad es todo ser humano que ya cumpli6 18 afios.
El mismo discurso hecho para la lista de los mayores de edad vale para el
ejemplo de los trapecios: si se debieran disefiar todos los cuadrilateros y
después designar, la faena serfa imposible. Veamos, estos y estos son los
trapecios, esto 1o, esto si... imposible. Por el contrario, con una definicién,
se auna todo en pocas palabras.

Veamos bien como esta hecha una definicion. Mayor de edad es todo ser
humano que ha cumplido 18 afios. Se divide en dos partes: “mayor de
edad” es el término que se debe definir, que podria set por ahora ighorado:
se llama defintendum; “todo ser humano que ha cumplido 18 afios” es
el predicado, tanto es designacién como denominacién, un conjunto de
palabras aunado por la forma verbal “es”, la cual sirve para definir, es
decir el definiens. Ahora, si en el definiens hay palabras desconocidas, la
definicién sirve de poco.

Volvamos a los ejemplos matematicos: un nimero primo es un nimero
natural que tiene exactamente dos divisores; un trapecio es un cuadrilatero
que tiene al menos una pareja de lados paralelos.

Primer definiendum: nimero primo; primer definiens: nimero natural
que tiene exactamente dos divisores; si quien la lee no sabe qué es un
namero natural, o qué significa divisor, entonces no puede entender
la definicion. Es decir: si la designacion no designa, es inutil. Segundo
definiendum: trapecio; segundo definiens: cuadrilatero que tiene al menos
una pareja de lados paralelos; si quien lee no sabe qué es un cuadrilatero,
o desconoce el significado de lados, o de paralelos, entonces no puede
entender la definicion.

¢Entonces? Entonces deben existir definiciones precedentes que definan
cada uno de los términos de los cuales se hace uso en el definiens: en
el primer caso, definicion de nimero natural, definicion de divisor; en
el segundo caso, definicién de cuadrilatero, de lado, de lados paralelos.
Limitémonos al segundo caso, porque en el primero nos encontramos
inmediatamente en aprietos con la definiciéon de nimero natural que
tiene una larga y batallada historia en el panorama de la matematica.
Entonces, cuadrilatero, que hace parte del definiens, ahora se convierte
en definiendum; pues bien: cuadrilatero es un poligono que tiene 4 lados.
Estamos como al inicio: quien lee debe saber qué significan las palabras
que aparecen en el definiens: poligono, cuatro, lados. Bien, remediamos
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inmediatamente: poligono es una figura plana que tiene como contorno
una linea poligonal cerrada simple.

Este proceso no puede continuar al infinito, como se podria pensar
en un primer momento, simplemente porque el nimero de palabras a
disposicién en un vocabulario de cualquier idioma, es decir el numero
de designaciones posibles, por cuanto amplio, es finito; por tanto, a un
cierto punto, el proceso se debe detener y el autor, el creador de teorias,
el matematico, debe decidir por cudles iniciar, asumiéndolas, aceptandolas
sin definicién.

Estas palabras se llaman “términos primitivos”. Son desighaciones puras,
ligadas a la experiencia concreta, como afirma Stuart Mill. Ahora bien,
surgen varias cuestiones vinculadas con este hecho, con estas elecciones,
con los términos primitivos, posiciones epistemologicas diversas: estas
palabras se asumen como términos primitivos porque son tan simples e
“Intuitivas” que no vale la pena definirlas, son designaciones espontaneas,
basadas en culturas precedentes, se aceptan sin definicibn porque
es su presencia en las circunstancias descritas por los axiomas las que
determinan su significado; se introducen como términos puros y después
la teotfa que se va desarrollando les da acepciones de uso y/o definiciones
implicitas.

Las soluciones filosoficas a este proposito son tantas, como también la
eleccion de los términos primitivos es variable; por ejemplo, la palabra
“punto” parece que fue elegida por Euclides como término primitivo por
excelencia (pero habria tanto que decir: conpeio era en verdad “punto” o
era “signo”?). Dado que muchos creen, ingenuamente, que en matematica
todo se define [y, aun mas ingenuo: que todo se demuestra, pero sobre
esto hablaremos mas adelante|, todo lo que hasta este momento hemos
hablado sobre la definicién podria ser un duro golpe a la credulidad
popular. Aclaramos que hacemos referencia solo a la definicion en un
puro sentido aristotélico (por género proximo y por diferencia especifica),
caracterfstica de la llamada “matematica elemental”; y ni siquiera tomamos
en examen las definiciones por abstraccion que también forman parte del
vasto patrimonio de la matematica.

La definicién tiene una larga historia al interior de la epistemologia
matematica; pero también cada una de las definiciones evoluciona,

como por ejemplo aquella de angulo (D’Amore, 1985) y aquella de
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conjunto infinito (Arrigo, D’Amore & Sbaragli, 2010). En el aprendizaje,
la sofisticada idea de definicion tiene un largo tiempo de maduracion;
nuestra experiencia de investigacién muestra cémo, generalmente,
ni siquiera un estudiante con estudios profundos sabe distinguir entre
denominaciones, desctipciones y definiciones. Y muchos docentes no
dominan el sentido del “género préximo” en la definicién en sentido
aristotélico; nos proponen, por ejemplo: cuadrado es una figura que... al
puesto de: cuadrado es un rombo que...

Nota

Designacién, denotacion, denominacién, descripcion, giran alrededor
del complejo y controvertido mundo de las definiciones, connotandolo
de forma altamente problematica. Esto nos permitié mostrar una vision
pragmatista, no realista, de la definicion en matematica que trae sefiales de
una posicion filosofica oportuna.

Demostracion

Para muchas personas la matematica es una disciplina de certezas,
mientras que la filosoffa es una disciplina de posibilidades; por lo tanto,
la matematica se ocupa de la verdad, la filosofia de las posibles verdades.
La pregunta banal que se desprende es: ¢qué debemos entender con esta
“verdad”? Lo que asegura la verdad de la asercion matematica se llama
“demostracion”. Veamos un ejemplo que discutiremos; no es tanto el
ejemplo en si lo que se debe examinar, sino lo que diremos al respecto
mas adelante.

Consideremos un triangulo ABC y sus 4angulos internos a, by ¢

A

Por un objetivo cualquiera, o incluso por curiosidad, nos pedimos:
¢Cuanto mide la suma de los angulos internos del triangulo ABC? De
forma impropia pero difundida, indicamos dicha suma de amplitudes
con: a+b+c.

ISSN 2216-0159 Belok|
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Se pueden medir las tres amplitudes con un transportador y después
sumarlas como lo harfa, ingenuamente, un nifio; pero nosotros sabemos
que en la misma accién de medir hay un error intrinseco que invalida,
desde un punto de vista matematico, el resultado: hacerlo serfa confundir
la ingenierfa con la matematica, la verdad sensible (d6xa) con la verdad
de la razén (alétheia), lo concreto con el concepto, lo empirico con lo
abstracto.

¢Entonces? Entonces debemos “demostrar” y no medir, es decir hacer un
razonamiento convincente que no dependa de un triangulo en particular,
de la situacién particular, de las medidas, sino que sea general.

Un ejemplo de demostracion es el siguiente: tomemos el disefio anterior;
este no es el triangulo, es s6lo una representacion semiotica que nos ayuda
en el seguimiento del razonamiento. Denotamos el triangulo abstracto
con las tres letras ABC, lo representamos semidticamente en el registro
figural, trabajamos sobre la representacién, pero siempre haciendo
referencia al objeto triangulo de la geometria, abstracto, aquel denotado
por las tres letras.

r

Prolongamos el lado AC mas alla de C, hasta un punto D elegido a
placer; consideramos la recta » que pasa por C paralela a AB. Sobre ésta
tomamos dos puntos E y I, en semirrectas opuestas respecto a C, que nos
permitan designar los angulos de forma oportuna. Pues bien, el angulo
BCE es igual (superponible, congruente, que tiene la misma medida... se
puede decir de tantas formas) al angulo b por un teorema ya demostrado
precedentemente (no en este articulo, aunque lo explica en el parrafo
siguiente), en cuanto se trata de angulos internos, es decir, formados por
dos paralelas (AB y 7) cortadas por una transversal BC.
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SOBRE ALGUNAS ‘D’ EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA:
DESIGNACION, DENOTACION, DENOMINACION, DEFINICION, DEMOSTRACION.

El angulo DCE es igual al angulo 2 porque son angulos correspondientes
en una situacion analoga.

Pero la suma de ¢, mas BCE, mas DCE, forma el angulo ACD que es un
angulo llano; por tanto la suma de los angulos internos del triangulo ABC
es un angulo llano (algunos llaman la mitad de un angulo giro, otros dicen
180°, otros dicen dos angulos rectos). Y la demostracion estd terminada.
Pero... Pero existen varias cuestiones sutiles de caracter filosofico,
semiotico y lingtistico escondidas en este razonamiento.

La primera

Hicimos referencia a “teoremas precedentes”, los cuales hacen a su vez
referencia a teoremas precedentes, y asi sucesivamente. Pero, es obvio,
que este ir hacia atras no puede ser infinito. Antes o después, para podet
iniciat, se tendran afirmaciones que deben ser tomadas como verdaderas,
sin demostracién, como base de todo el proceso. De esto se dieron
cuenta los grandes matemadticos de la antigua Grecia, era demasiado
evidente. Asi que se decidi6 iniciar de algunas afirmaciones que se
consideran verdaderas sin demostracion. Por ejemplo, a un cierto punto
prolongamos el segmento AC hasta un punto D; entonces debemos dar
una demostraciéon precedente del tipo: dado un segmento, es siempre
posible prolongar este segmento en cada uno de sus dos extremos.

Pero, de hecho, este es un ejemplo de afirmacién que se considera
verdadera sin una demostracion precedente. Se llama axioma (en verdad,
los matematicos griegos distinguieron dos categorias de afirmaciones
verdaderas sin demostracion, los postulados y los axiomas, pero sobre
este argumentos solicitamos el permiso para eludirlo).

Por tanto, contrariamente a lo que la gente cree, en matematica no es
posible demostrar todo, por el contrario, se deben aceptar como verdaderas
algunas afirmaciones sin demostrarlas. Lo que es filos6ficamente relevante:
¢Qué es lo que las hace verdaderas? ¢Por qué precisamente éstas? ¢Cual es
la evidencia? :Sera la adherencia a la realidad? Pero como... si habiamos
insistido tanto en la diferencia entre doxa y alétheia. ..

La segunda

Hemos demostrado que en un cierto triangulo ABC, del cual hicimos
una bella figura lineas arriba, la suma de las amplitudes de sus angulos es
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igual a 180°. Bien. Ahora tomemos otro triangulo y hagamos la misma
demostracion para ver cuanto mide la suma de las amplitudes de los
angulos internos. Y después tomamos otro y después otro y aun otro
maés y asi sucesivamente. Cuando hayamos agotado todos los tridngulos
a disposicion, entonces... se percibe muy bien la absurdidad de esta
situacion: hacer pruebas sobre todos los triangulos es imposible.

Pero, pensando un poco, nos damos cuenta de que en la demostracion
precedente nunca tomamos en consideracién las propiedades de dicho
triangulo ABC el cual diseflamos y designhamos; por el contrario, hicimos
un razonamiento general sobre un tridngulo cualquiera, no sobre un
triangulo en particular, sino sobre la idea misma de triangulo, sobre el
objeto matematico triangulo.

Es esto lo que hace interesante, relevante y definitiva la demostracion.
Ahora nosotros, después de esta demostracioén, sabemos que en todos los
triangulos del mundo (en la geometria euclidea, como veremos) la suma
de los angulos internos tiene una medida de 180°, no importa ni el tipo
de triangulo ni sus dimensiones.

Una breve disertacion didactica: los nifios de primaria a veces piensan que
entre mas largos sean los lados del triangulo, mayor es la suma de los angulos
internos. Para convencer a los nifios pequefios, la demostracion precedente
es desmedida, es posible que no puedan entender ni siquiera el sentido de
nuestra propuesta, por lo cual se puede recurrir a procedimientos empiricos;
se disefia un tridngulo en cartén o cartulina, se cortan las “puntas” del
triangulo disefiado, y se reacomodan de forma oportuna para mostrar que
los lados extremos estan sobre la misma recta, es decir que los tres angulos
forman un angulo llano. Para un nifio de primaria el experimento concreto
es mas conveniente. Pero, evidentemente, es un proceso empirico, no es
una demostracion. Es decir, matematicamente es irrelevante. Pero su dosis
de convencimiento es suficiente para dicho nivel escolar.

Volvamos entonces al inicio. Si en matematica una afirmacion es demostrada,
es absurdo, inutil, es una pérdida de tiempo, intentar demostrar lo contratio.
Por ejemplo: no existen ecuaciones algebraicas que tengan como raiz 7. Este
hecho ya se demostrd. Sin embargo existen personas que buscan atin una
ecuacion de este tipo. Tiempo perdido. Otro ejemplo: el circulo no se puede
cuadrar con regla y compas. Este hecho ya fue demostrado. Sin embargo
existen personas que aun buscan esta construccion. Inutil comentar.
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SOBRE ALGUNAS ‘D’ EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA:
DESIGNACION, DENOTACION, DENOMINACION, DEFINICION, DEMOSTRACION.

La tercera

Como hemos visto en esta misma demostracion, hemos nominado,
después designado, después representado semidticamente, después
hicimos acciones (dibujos) sobre la imagen concreta, éstas nos
permitieron describir, estas descripciones nos permitieron denotar,
llegando a afirmaciones que no estaban hechas sobre las representaciones
semidticas sino sobre el objeto matematico en si. Este juego de reenvios
semioticos, linglisticos, filosoficos, que damos por descontado en un
realismo ingenuo, es pragmaticamente muy complejo. ¢Hasta qué punto
nos servimos de la experiencia concreta en su realizacion?

Existe una interesante diferencia entre el matematico y el matematico
diletante; ciertamente un matematico no perderfa tiempo tratando de
demostrar cuestiones ya demostradas, porque sabe de antemano que
significa “verdad” en matematica. Bueno, “verdad”, pero habiamos dicho
que la verdad se basa en axiomas, por tanto, si cambian los axiomas cambia
todo. Cierto. Esta afirmacion lleva a mas de uno a la desesperanza, menos
a los matematicos de profesion. Tratemos por tanto de entenderla bien.

Haremos un ejemplo omitiendo las figuras, para no confundir lo que lineas
abajo afirmaremos con la imagen que se podtia producir. Consideremos una
recta 7 y un punto P fuera de ésta. Tracemos rectas que pasan por P paralelas
a 7. ¢Cuantas son dichas paralelas? sUna, ninguna, dos, mil, infinitas? La
geometria de los Elementos de Euclides, la mas clasica de las clasicas, aquella
que todos han estudiado en la escuela, tiene como base la primera respuesta:
es tnica la recta que pasa por P, paralela a 7. (Aunque si, en realidad, la historia
serfa un poco mas complicada de contar, dado que desde los tiempos de
Euclides e incluso antes era ya en curso un debate sobre esta cuestion).

La unicidad de las paralelas caracteriza la geometria de Euclides, pero no
es una verdad demostrada, se trata de un axioma. Si fuese demostrada,
no habria nada que decir, la paralela es una y basta; pero si es un axioma,
cada uno de nosotros lo puede cambiar como lo desee y, precisamente,
sustituirlo con otros axiomas. Existe, y es licita, la geometria que acepta
como axioma aquel que afirma que el nimero de paralelas es cero, por
lo cual la afirmacién, es decir el nuevo axioma, es: dada una recta 7 y un
punto externo P, no existen rectas paralelas a 7 que pasen por P. Nace una
geometria muy interesante, cbmoda para ciertas aplicaciones, se le conoce
como “geometria de Riemann” —del nombre del matematico aleman
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Bernhard Riemann— o “geometria eliptica”, pero ciertamente no es este
el momento de explicar el por qué.

Existe, y es licita, la geometria en la cual las paralelas a una recta » que
pasan por P son mas de una, es decir 2 [o infinitas]; nace una geometria
muy interesante, usada en aplicaciones concretas, se la conoce como
“geometria de Lobacevskij” —por el nombre del matematico ruso Nikolaj
Ivanovich Lobacevski— o “geometria hiperbolica”. Qué significa,
entonces, ‘“verdadero” en matematica? Recordemos la famosa “definicion”
de Bertrand Russell: «l.a matematica es aquella disciplina en la cual no se
sabe de qué se habla ni se sabe si aquello que se dice es verdadero o falso».

En la ptimera parte se afirma que, en un realismo ingenuo, los objetos de la
matematica no existen, por tanto, cada una de sus denotaciones es en el vacio.
Pero venimos a la segunda parte. Para muchas personas, verdadero y falso son
adjetivos relacionados con la realidad empirica, concreta; verdadero es aquello
que encuentra una confirmacion en la realidad (si se deja caer un huevo desde
un cuarto piso, llegando a tierra se rompera), falso es aquello que no tiene
una confirmacion en la realidad (el mismo huevo, en las mismas condiciones,
se eleva acelerando hacia arriba). Para la matematica estos parametros no
existen, pues nada de ésta podriamos verificar en la realidad concreta.

Tenemos una mesa de cocina. Consideremos uno de sus bordes como
si fuese una recta, después tomamos un punto sobre el borde opuesto.
¢Cuantos lados paralelos podemos trazar desde dicho punto al primer
borde de la mesa? La realidad empirica nos dice: uno, pero ahora sabemos
que en matematica la respuesta puede ser, es, diferente. La respuesta es:
depende de la geometria en la cual nos ubicamos; y ademas, las cosas
concretas sirven muy poco para dar razén de la verdad matematica.

¢Entonces? Entonces en matematica “verdadero” no tiene el mismo
significado que tiene en la realidad empirica; “verdadero” significa:
demostrado a partir de axiomas elegidos, por tanto, al interno de una cierta
teotia, y si se cambian los axiomas cambia todo. “Verdadero”, “falso”,
aun siendo términos que se usan en matematica por comodidad, son,
de hecho, relativos. En lugar de decir que una determinada afirmacién
es verdadera, se deberfa decir que es coherente respecto a los axiomas
elegidos; el objetivo del matematico no es la verdad, como ingenuamente
se podria pensar, el objetivo del matematico es la coherencia de aquello
que se demuestra en la teorfa en la cual se propuso.
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SOBRE ALGUNAS ‘D’ EN DIDACTICA DE LA MATEMATICA:
DESIGNACION, DENOTACION, DENOMINACION, DEFINICION, DEMOSTRACION.

La suma de los angulos internos de un triangulo mide 180°, lo hemos
demostrado, si, pero lo demostramos en la geometria de Euclides, tan es asi
que, en un cierto momento, trazamos / recta que pasa por un punto, paralela
a una recta dada; el articulo determinativo /z es fuertemente condicionante.
Si se cambian los axiomas, cambia todo, tan es asf que se puede [facilmente]
demostrar que en la geometrfa Riemann la suma de los angulos internos de
un triangulo es mayor de 180°, mientras que en la geometria de Lobacevskij es
menor de 180°. Los resultados parecen contradictorios entre ellos y, por tanto,
ingenuamente, surge la idea de que sélo uno de éstos pueda ser verdadero.
Pero no es asf; los resultados de las demostraciones, que aqui evitamos, son
coherentes respecto a la teorfa, respecto a los axiomas elegidos.

No hemos terminado aqui porque nada hemos dicho acerca de la “l6gica”
que se usa en las demostraciones; hemos dado por descontado que la
légica, al menos esta, es Gnica, reconocida y aceptada por todos; pero no
es asi. Hemos visto ampliamente c6mo, en el curso de una demostracion,
entran en juego con prepotencia hechos relacionados con designacion,
denotacion, denominacion, descripeion, definicion, semidtica, lingtifstica
y filosofia. Tan es asi que en culturas diversas se ponen en juego otras
formas demostrativas, a veces incluso diversas entre si (D’Amore, 2005);
sin embargo, nuestra experiencia de investigacion muestra que para muchos
docentes LA modalidad demostrativa es unica y es aquella aristotélica—
euclidiana. Es asi como generalmente se usan largos e inutiles intentos de
tratar la 16gica simbélica elemental de primer orden con estudiantes aun
no cognitivamente preparados para hacer uso de este instrumento.

La reflexion didactica y los instrumentos analiticos

El debate filosofico sobre definicion y demostracion siempre ha estado
acérrimo y no seremos nosotros quienes vayamos a incitarlo ni a recordar
las contribuciones de los antiguos y de los modernos; entre estos tltimos
tan solo citamos a Giuseppe Peano (1858- 1932), David Hilbert (1862-
1943) y Federigo Enriques (1871- 1940).

Que la definicién sea en fondo una frase y la demostracion un discurso, fue
tema de analisis por parte de lingliistas no matematicos; aunque no siempre se
dieron cuenta de la fineza que esconden estas dos practicas en la interpretacion
al interior de nuestra comunidad de matematicos. Se ha visto claramente,
pero, en el transcurso de los afios, de decenios, como las reflexiones sobre
los instrumentos, de los cuales nosotros “expertos” nos servimos mientras
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los “novicios” hacen practica y aprenden, sean importantes para la gestion
misma de los saberes, en dos direcciones: cautela en el uso y precision en
la ensefianza, instrumento para el analisis de eventuales fracasos. Ahora,
muy diferente es designar con respecto al describir o al definir, otra cosa es
denotar y toda otra definir; hemos visto como todo esto se mezcla a diversos
niveles en la accién concreta del demostrar, cuando esto se vuelve objeto de
comunicacién, por ejemplo en el aula escolar.

Nosotros pensamos firmemente que la reflexion siempre mas analitica
de los componentes que entran en juego en la praxis didactica nos ayude
a entender los fenémenos de la ensefianza- aprendizaje, con sus sutiles
y por lo general ocultas complicaciones. Indicar, como dice la palabra
misma, puede ser hecho con el dedo indice; se observa una figura, se le
“indica” y se dice: esta figura. Todo estudiante esta llamado a hacerlo de
forma espontanea; muchos docentes no estan dispuestos a admitir dicha
indicacién por parte del estudiante, al puesto de otra o en cambio de
otras, que se llaman denominacién y designacion. Pero la base lingtiistica-
comunicativa- filosofica es la misma; y es una base empirica, como
habiamos visto. Nos referimos al objeto concreto, el cual evoca un objeto
mental, con una accién concreta. Pero si lo hacemos, en verdad, se corre
el riesgo de que alguien interprete todo esto con parametros rigidos y
decida que no pueden ser aceptados.

Se parece mucho al intento totalmente abstracto de usar en la practica
matematica de aula sélo conectivos légicos, mientras el novicio, de forma
totalmente analoga a lo que sucede en la practica matematica entre expertos,
tiende a usar también conectivos epistémicos. Una sabia actividad que
consideramos util en la formacion inicial de los docentes de matematica es
aquella de reflexion sobre todos los términos introducidos aqui.
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